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НынЪъшнюя нату эпоху обычно называютъ вВкомъ 
®стественныхь наукъ и техники.  Назване вполнь 
травильное. Представимъ ‘себв только колоссальныя 
иробрётешя Нашего времени! Мы видямъ ихъ по- 
всюду, въ нашихъ строительныхъ бооружешяхь, для 
которыхъ нЪть ничего елишкомь большого, въ наших 
открытыхъ, которыя доставляють намъ господство надъ 
<илами. природы, въ удивительныхъ вспомогательныхь 
хредствахь физики, создаваемыхь ею въ неустанномъ 
стремлоши въ вое боле утопчениымъ мотодамъ, въ могу- 
чихъ успфхахъ химш, которая даже синтезь наиболВе 
сложныхъ органических соединен: не относить уже 
къ области невозможнаго, въ развит астроном, ко- 
торая въ состояни съ достаточной точностью пред- 
<казать измфнешя въ расположеши небееныхъ тфлъ 
даже для очень отдаленныхъ временъ. 

Это стремлене нашего времени подчинить матер!- 
‘альную дфйствительноеть господству духа сказывается 
по двумъ ралличнымь направленямъ. Одно направле- 
не, даръ технической изобрфтательности, проявляется, 
напр. въ различныхь отрасляхъ хими, въ конструиро- 
зая мапанъ. въ фотограми. въ иримВнени эзектри- 
чества и накладываеть свою печать на всю нашу ©0- 
зцальную жизнь. Но какъ бы выеоко мы ни цВнили 


*) Рёчь, произвесенных вь публачномь заофдащн Баваровой 
_Атадемыя Наукъ Й марта 1908 т. 


4. — 


эту творческую силу изобрётешя въ интересахъ нашей: 
залеральной культуры, мы всетаки поставимь еще 
выше интеллектуальное проникновеше въ весь мфь. 
явленй, являющееся пЪлью вовхъ точныхъ ссте- 
ственныхъ наукъ. 

Болье обетоятельное описале этой цфли не входить. 
здъсь въ мои задачи. Но есть ивчто одно, что оди- 
наково объемлеть всЪ стремленя, направленныя па 
болфе глубокое попимаше дЪйствительности. Это есть 
математика. Что сталь бы думаль инженеръ безъ 
этой науки, которая одинственио даетъ ему возмож- 
ность заранве вытислить пригодность и дёйстые его 
конструкщй? Что сталь бы дЬлать безь ноя геодезисть, 
когда безъ помощи математики было бы немыелимо 
прокладывать наши туннели, тянушеся на протяжение 
многихъ версть черезъ цфлые горные массивы? А вю 
что превратилась бы физика или астроножя, которыл 
зъ теоретическихь своихъ частяхъ предетазляють въ 
сущности только приложен малемалики? Маконець, 
даже‘ химичесый анализъ заниствуеть теперь свои 
наиболЪе глубокя изелфдованя изъ области малемати- 
ческой абстракции! 

Этихъ краткихь замфчан дояжно быть достахочно- 
дря обоспованя утверждешя, что вся наша совре- 
менлая культура, поскольку она покоится па ду- 
ховномъ уяепеши и подчннеши себф природы. им - 
етъ подлинной своей основой математи- 
ческ1я науки. Это убфждеше настолько неотразимо 
п сильно, что большинство образованныхь людей въ 
своемъ преклопены передъ математикой въ общемъ до- 
ходнут путь ли це до поросщфиин ся оночешыя. Это 
зыражается пе только въ томъ, что за математикой 
призиастся все большая цфнность, какъ за средотвомъ 
образовашя и воспиташя нашего юношества, это выра- 
жешо и въ хысляхъь нашихъь величайщахь умовъ. 
Галилей вь сявдующихь выражешяхь намфчаеть 
основныя черты новой эпохи въ нознавани природы '}:. 
„Истинную философию ввщаетъ намъ природа: но по- 
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пять се можеть лишь тотъ, кто научился понимать ея 
языкъ и знаки, при помощи которыхь она говорить 
-съ вами. Но этоть языкъ есть математика, а знакя 
эти суть математичесыя ‘фигуры“. А изъ-подъ пера 
Канта *) вышли слфлующя неоднократно цитирован- 
зныя слова; „Я утверждаю, что въ каждой отдёльной 
‘естеетвенлой изук& можно пайти собетооппо пзуну лищь 
постольку, поскольку въ ней можно найти математику“. 

При всемъ томъ математика, это произведене чело- 
зЪческаго ума, съ которымъ никакое другов не можеть 
„сравниться по возрасту, матемолика, зачатки которой 
песомнЪнно восходятъь за шесть тысячъ лЬтъ до на- 
щихъ дней, вее`еще является наименъе. популярной 
пзъ веъхь наукъ! Правда, всякая истинная наука по 
уществу своему обречена па непопулярность. Ее не- 
льзя постигнуть легкимъ путемъ случайнаго чтевя, 
она требуетъ долгой неутомимой работы. Но въ то время 
‘какъ всяк сколько-нибудь разносторонне образованный 
человькъ. вообще говоря, болфе или менфе орен- 
тируется въ наиболье выдающихся прочихъ облаетяхъ 
‘знаня, въ физик®, астрономии, описательныхъ естеетвен- 
ныхъ наукахь, а также въ языкознании, истори фи- 
лософли и. связи мрового историзескаго- развит! 1, и въ 
состоящи съ большим, или меныюимъ усп8хомъ 
‘осмысленно елЪдить за прогрессомъ этихъ наукъ, — по 
зтиошенйю къ математикЪ вообще приходитея конста- 
тировать поразительно елабое гониманю, которое <9- 
верщенно пе согласуется съ выше отмфченцымь об- 
щимъ признашемь ся цфипости, а въ иныхъ случаях 
прямо граничить сь невфроятнымъ пренебрежешемъ. 
Какь часто приходится слышаль даже оть умственно 
высоко развитыхь людей о непреодолимой антипати, 
‹ъ которой они относятся къ примфиено математи- 
ческихь формуль; камъ часто приходится сталкивать- 
„ся съ воировомъ: чЪмъ собственно занимается матема- 
тика? какамь образохь она играетъ въ вашей куль- 
чур$ ту выдающуюся роль, какая фактически все же 
выпала на ея долю? 
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Причина этого непониманя того, въ чемъ с0б- 
ственно состоитъь сущность математики, отчасти, 
конечно, заключается въ трудности матемалическихь. 
изысканй, требующихь въ виду своего зботравтнаго: 
характера упорнаго интенсивнаго и’ непрерывнато- 
‘умственнаго труда, для котораго занятой человЪкъ. 
не легко можеть найти необходимый досугь. По’ 
наше воспитаве тоже играеть здфсь большую роль. 
Только самая ничтожная часть математики соста- 
зляеть предметь преподавания въ нашихь среднихъ. 
учебныхь заведеняхь, въ то. время какъ истори- 
ческя и словесныя науки проходятея по общирной 
программЪ, которую къ тому же представляется много. 
возможностей растирить я въ дальнёйшей жизни. 
Математическое преподаван]е вь нашихъ. 
школахъ, напротивъ, давно уже ведется по неизмЬнной 
программ, которая, быть можеть, весьма пригодна 
для логическаго развитя и для ир1обрётешя практи- 
чеекихь анашй 3), но не даоть накакого предотавлеыя 
с глубин воззрёнй, характеризующей, начиная съ 
18-го столВия, матемаличееюня изысканя, — она, вообще: 
говоря, обяимаеть только замкнутую и непосредствеи- 
но, повидимому, не поддающуюся расширению область 
ученйй, которыя извЪстны подъ именемъ элементарной 
математики 4). 

Вь такомъ случаЪ совершенно понятно, почему 
лишь очень немноме подозрвають о томъ, что 3& этой 
школьной математикой, которая въ дЪйствительности 
только поверхностному  наблюденно представляете 
толь законченной, возвышается несказанию грандюзное 
<овдане человВческага лухл, чиегАйиий и поллиний- 
ши продукть духовной дЪятельноети, который съ 
древяъйшихь временъ разрабатывается съ поразитель- 
нъйшимъ остроушемъ, постоянно находится въ стадиг 
тромаднахо развития и непрерызно обогащается новыми 
и непреходящими истинами, 

Но когда ставять вопросъ о сущности математики, 
то обыкновенно отвФть бываеть таковъ, что это дано. 


уразумЪть только посвященнымъ. Кат это ци пра- 
Вильно, ие ‘только для математики, но пицаНз пила 
для всякой науки, все же должно быть возможнымь 
дать сколько-пибудь доступное описанйе содержаня. 
цфлей и характерныхь методовъ малематики, хотя бы 
зъ самыхъ общихь ихъ чертахъ. Мы ставимъ поэтому 
вопрос Въ чемъ собственно состожть сущность мате- 
матики? Почему мы усматриваемь въ ней един- 
ственный примЪръ науки, высказывающей познашя въ 
аподиктической фориф, какова та основа, на которой 
это достигается, и въ частности, что дало поелфднее 
столфл4е развитию математики въ этомт, если позволено 
будеть такъ выразиться, теоретико- познавательномъ 
отношении? 

Однако, прежде чёмъ обратиться къ разомотриио 
этих вопросовъ, умЪстно будеть броеить крат 
ззглядъ на историческое развише математики вообще. 

Зачатки математнческаго знан!я покрыты глубокимъ. 
мрахомъ: поскольку мы въ состояши ихъ нросивдить. 
мы ихь видимъ въ прямо-таки загадотной стади: 
развия. 0 довольно уже развитыхь познашяхъ наро- 
довЪъ МессопотамгГи свидвтельствують намъ рас- 
крытые въ болышомь количествь и испешренные 
клинопиеью памятники давно погибшей культуры 5); 
первыя же обетоятельныя рукописныя свидЪтельства 
дошли до наеъ оть египтянъ, а именно, въ папи- 
руев Ранда, восходящем по обшепринятому в08- 
зрёно къ 1500 г. до Р. Хр.з). Позгавя этихъ наро- 
довЪ относилиеь пренмущественно къ области арпеме- 
тики, хотя у нихъ иыфютея и зачатки теометри, пр 
уроченной главнымъ образомъ къ опредфленнымь быто- 
вымъ услошямъ. Отруда математика перешла жъ гре- 
камъ, но только вь Александрм (около 300 г. до 
Г. Хр.) греческая геометря достигла, расцвёта, кото- 
рый мы обычно сочетаемь съ именемь Эвклида; а 
нЪъосколько поздизе Архимедъ изъ Сиракузъ со 
своимъ несравненнымь талантомъ подходить уже къ 
тЬмъ методамъ вычислешя площадей и поверхностей 
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тьль, которые только 2000 лЬть спустя положили на- 
чало исчислению безконечныхъ '). На ряду съ этимъ, 
благодаря интересу къ астрономш, развиваетея три- 
гонометря. Клавд!й Птоломей (ок. 110 г. по Р. Хр.) 
оставляетъ поелв себя въ своей реал аду: тригоно-^ 
метряческую систему, сь такямь совершенствомь раз- 
витую примфнительно къ астрономии, ‘что въ течене 
болЪе тысзчи лЁть она оставатась непревзойденной *). 
Въ Индти °) открываются новые источники мадемати- 
ческихъ познай, особенно въ области арчеметики, 
достигаюцие высшаго расивВта при великихъ ивпус- 
скихъ математикахъь Ар1абатта и Брамагуита; 
оттуда потокъ математическихь идей перебросываетея 
къ арабамъ, продоижая развиваться въ только-что 
указанномъ напразлеши, чтобы цаконецъ вновь вер- 
нуться па Западъ, въ Испаню. Около 1209г. по Р. Хр. 
Запалъ, по словам М. Каитора, имъеть въ своемъ 
распоряжени латипеве переводы произведен й вели- 
кихъ алексадрицевь и арабскахъ математиковъ. Въ 
это же самое время въ ИталЕи начинается дальнЪй- 
шее развите алгебры, которая обогащаетсл звиметво- 
вапнымъ у индусовъ введетемъ нуля, отрицательныхь 
и иррацюнальныхь чисель и вотупаетъ на путь само- 
<тоятельнаго развит!я; выето кропотливато выраженя 
мыслей словами вводится ЯзЗыкЪ знакоръ, который 
пользуется буквами для обозначещя чиселъь и дЪй- 
етвй надь ними. Мн обычно связываемъ этотъ шагь 
зпередъ съ толчкомтъ, который дали французсвй мате- 
матикъь В эта и нБмецкю алгебраисты М. Итифель и 
Видманнъ; но на самомъ дълЬ методь обозначен ©о- 
временной мателатики создавало очень иедленно ип 
постепенно подъ вляшемь самыхь разнообразныхь 
источниковъ 1'). 

Постепенно завоевывають еебВ право гражданства 
десятичныя дроби *) и вмзетЪ съ ними иррашональтыя 
числа 12}; около {620 г. изобрЪтаются логариемы !), а 
зозродивиИйся тёмъ временомъ геометрическй методъ 
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вновь обращается при Кеплер % и Кавальери кь 
проблемамъ, завЪщаннымъ Архимедомъ. 
Математика грековъ, при зсей высотЪ своего раз- 
тимя, не сумфла дойти до общаго рёшеня двухъ 060- 
бенно важныхь проблемъ, а именно, поетраешя каса- 
тельной, т. е. опредфленя прямой, соприкасвющейся 
<ъ кривой въ данномъ м$етЪ, и опред лен1я ило- 
щадей. Эти вопроеы перешли въ совершенно иную 
стадшо, когда подъ впяншемь Декарта геометия 
„свелась къ ученшо о числахъ. Если хотятъ, напр, 
указать кому-нибудь мфстоположеше какого-нибуль ра- 
<тешя на горизонтально-протяженномъ полЪ, прорзы- 
ваомомъ. дорогой, то ему говорять: пройди по дорог» 
разстояне въ & метровъ, затфиъ осзерни подъ пря- 
мымъ угломъ направо (или налЪво}, пройди у метровъ 
прямо впередъ по новому направлен, и ты прйдешь 
хЪ этому растекю. Этоть крайне примитивный прин- 
цинъ обозначеня положешя точки въ пространств» 
координатами **} х, у, г, употреблялся съ самыхъ лрев- 
нихЪ врементъ, но впервые Декартъ освободиль по- 
яме координать отъ лежащего въ его оеновЁ пред- 
ставлешя величины и разематриваль эти 2, у, ‹ какъ 
чистыя числа 15), которыя, вирочемь, могуть быть 
примВнены только будучи отнесены къ употребляемой 
въ каждомъ данном случаВ единиц длины. Благо- 
даря этому понат1ю координатт всякое геометри- 
ческое изслдоваше, очевидно, сводится КЪ изелвдо- 
занйю сооткошенй между числами, т. е. законовъ нхЪ 
<очетанй, предлагаемыхь аривметикой, — геометр{я 
цереводится на языкъ учения о числахъ '* 
Болвая гочка, напр., плоской кривой лица опродЪф- 
ляется, слфдовалельно, двумя ея координатами к и у. 
которыя слёдуеть мыслить отложенными ио двумъ, 
скажемъ, перпендикулярнымь осямъ; къ произвольно 
выбранному внутри извёстныхъ предфловъ 2 относится 
полн опредЪфленный у (иногда нЪскольжо у); у яв- 
ляется здЪсь зависниымЪ оть г и называется фуик- 
ней его. Прямая, соединяющая двБ точки кривой 
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Аи В, называется ея еЪкущей; по изивному воззрню, 
которому мы здЪсь слёдуемъ, она превращаетея въ. 
касктельную въ точкЪ 4, если сЪжутая вращается 
вокругь точки А до т№хь поръ, пока точка В не 
совпадеть еъ точкой 4; мы говоримт, что предЪльное 
положенге сЪЗкушей естъ касательная !’). 
Пользуясь нынЪ употребительными терминами, мы’ 
скажемъ, что тригонометрическй тангенеь угла при 
касательной къ кривой есть дифференщальное отношене 
зависимой перемЪиной у по независимой перем нной = 
Существуегь ли на самомъ дълф такое предльное 
положене, объ этомъ вназалЪ вовсе не думали, такъ 
какъ въ случаяхъ, съ которыми прежде всего прихо- 
длилось имВть дЬло, изелЪдоване само оправдывало. 
это донущеше, или же кривая вообще опред$лялась. 
при помошн процевса движения. 

Къ вполиф аналогичнымъ вопросамь приводило 
также и изучене простЪйшихъ процессовъ природы,- 
которое переживало тогда пору расивфта, особенно 
въ Итали "),веромнимь толеко Леонардо-да 
Винчи, возсоздателей статики, Галилея и его уче- 
ВИКОВЪ. 

При всякомъ процесс въ природЪ извЪстныя состоя- 
шя представляются намъ связанными такниъ образомъ. 
что наличность перваго класса состоянЕй постоянно соче- 
тается съ наличноетью вторсго класса, между ТЬмЪ как 
обратное пе всегда иметь м№сто; состоявя перваго 
клаеса у насъ принято называть елЪдетвь1ями, ©0- 
стояшя второго класса-причинами, Одинъ процесеъ 
такимъ образомъ представляется памъ зависимымъ, 
какъ результаль, отъ. другого, его причины, а пред- 
ставлене этой зависимости опять дается намъ поня- 
пемъ функций. 

Такъ, напр., если ограпичитьея простёйшими при- 
мърами, высота ртутнаго етолба въ термометрВ есть 
фунющя температуры; температура точки въ стержнЪ, 
одинъ конець вкотораго подверженъ нагрфванно оть 
постояннаго источника теплоты, являетея функщей раз- 


Ч 


стояшя отъ этого конца и истекшаго времени; давлене- 
газа, заключепиего въ пераетяжамый сосудъ, является 
фупюшей температуры, которой онъ подвергается. 

Галилей своимъ изолвдовашемъ о движени па- 
даютихъ тЪлъ далъ первый толчокъ къ дЪйствитель- 
тельной кинематикЪ и динамикЪ, т. е. кь ученю о 
явлешахь движеня тЪлъ !°). Гъ частноети мы ему 
обязаны основиыхи поняйями скорости и ускоре- 
в1я. О скорости говорять, правда, и въ повседневном 
обиходЪ. Но это поняме зполе® ясно только тогда, 
когда точка движется по своему пути равном рно, 
т. е когда количеетво единиць пути, двленное и 
соотвётетвующее количество единиць времени, посто- 
янзо иметь одно и то же зпачев!е; зто ознешене 
въ сбиходномь ‘язышь обозначаемое какь „путь па 
время“, и есть скорость. Въ протавномъ случа это от- 
ношен1е, исходя изъ опредБленной начальной точки, 
будеть имЪть; въ зависимости отъ промежутка времени 
соотвЪтетвующаго конечной точкЪ, перемВнное значе- 
в1е, которое принято называть средней скоростью. 
Жел®зподорожному позду, который вт, 2? часа прохо- 
дить 120 километровъ, мы приписываемъ среднюю с5о- 
роеть приблизительно 16,5 метровъ въ вскунду, хотя 
мы отлично знасмъ, что эта скороеть относится только 
къ воображаемому, равномфрио движущемуся ноёзду, 
который отходить и прибываеть въ одно время съ дй- 
ствительвымъ пофздомъ. 

Но какъ пр@ти теперь къ понятю скорости 
въ олредёленный моментт? Мы, какъ памъ ка- 
жетея, полмфчаемь, что чЬмъ меньшШй промежутокъ 
вроыспи мы берсмь, ТЬмь средняя скорость тео боле 
приближается къ опредфленному такъ вазываемому 
предфльному знатен!ю, которое и есть скороеть 
въ пачальный моменть. Выражаяеь современнымъ язы- 
хомъ, мы скажемтъ, что величина екорости есть 
дифференцЕальное отношен!{е пути по вре“ 
нени, и при этомъ необходимо всячески подчеркнуть 
то обстоятельство, 4т0 даже такое, повидимому, простое 
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поняе, какъ поняте скорости, не можеть быть форму- 
лирозано безъ помощи исчиеленя безконечныхъ. 

Итакъ, оказывается, что опредвлене скорости по 
величинВ и направлению 0) вполнЪ совпадаеть съ про- 
`блемой касательной. Поэтому нёть ничего удиви- 
тельнаго въ томъ. что при кризыхъ, образуемыхъ пропес- 
сами движенИя, этимъ прямо-таки пользовались для по- 
строеня касательныхъ ?1). 

Но отсюда вытекало много весьма важныхь дель- 
иЪйшихь слфдегый. Вь силу теореиы о параллело- 
граммЪ движенй 22) мы приписываемъ скорости соста- 
зляющя или боковыя скорости по осямъ координалть, 
хоторыми она волн опредЁляется но нанравлен!ю 
и величии, А въ такомъ случа простАйлия сообра- 
женя показывають, что само движение вполнВ опре- 
дДФлено, еоли для каждато момента извфотны оста, 
зляюпия скороети, какъь функщи времепи и положе- 
ия движущейся точки, и если при этомъ дано также 
начальное положеше. Мы такимъ образомъ въ состоями 
описать процессъ движения, если только мы въ каждый 
дапный момептъ знаемъ составляющия его скорости. 
Если обозначить эти посл®дшя какъ производныя 
4 аи а: 
а’ ар Ш 
зопременнымъ терминамъ, мы интегрируемъ си- 
стему дифференцщ1альныхъ уравцен1й пер- 
заго порядка. 

Тфмъ самымъ была разр®шена и проблема опред%- 
ления поверхностей, осли вообще предположить, что 
плошадь, ограничениая, напр., прямолинейной осью г, 
двумя къ пей перпендикуляряыми ординатамо а и у 
и отрёзкомъ кривой, заключениымь между ихъ конеч- 
ными точками, можеть быть измЬрена числомъ. Ибо 
нопосредетвенно вытекало, чго скорость, съ какой ра- 


и равна у, а ТЬмъ са- 


координать по времени, то, по патимь 


ететь площадь Л, а именно 


мымъ было дано и Ё. 
По при помощи одного только поняйя скорости 
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механика никогда бы не достисла того неизм%римаго. 
значешы, хакое она вскорЪ прюбрЪла. Скорости и 
ихъ функщональная зависимость отъ мЪста и зремени 
©ъ трудомъ распознаются при помощи наблюдея и 
уже въ, простёйшихъ случаях выражаются не особевно. 
наглядными законами. Но если въ свою очередь начер- 
тить составляюния скоростей, какъ параллельныя коорди 

наты, то получится праурочепиее въ порропалольному 
движеню новое движене, составляюнуя скороети кото- 
раго мы яазываемь ускорешемъ первоначаль- 
ваго дзижен!я*); это суть вторыя дафференщаль- 
ныя отношешя координатъ. Первоначальное движене 
опять-таки вполнЪ опредЪлено системой дифференщаль- 
ныхъ уравшешй второго порядка, если только из- 
вЪетны начальное положенше и налальныя скорости 
точки. 

В» случаяхъ, которые прежде всего были раземо- 
тр%вы. а вмевно, при падеши тфль и при движени пла- 
етъ, эти ускореня являлись весьма простыми фупк- 
щаями положен лвижутейся точки 16). Всядетв!е этого 
тенельный Ньютонъ имёль возможность доказать, 
910 кеплеровы законы движешя небесныхь тъль 
являются пеобходимыми результатами общаго ноло- 
женя, вЪ которомъ весьма существенпую роль играя. 
впрочемт, нВкоторыя метафизичесяя предетавленя, 
лапр.. абсолютнаго пространства, абоолютнаго времени, 
вилы и ‘ея отиошеня кт. массв к ускорению, и отноен- 
тельно повимавя котораго въ общераепроетраненныхт, 
изложеняхъ механики до сихъ поръ еще господетвуютт, 
разнообрааныя предетавленыт 2"). 

Только что изложениыя соображеня въ дЪйетви- 
тельности руководили Ньютопомъ, въ исчнсле- 
н!ь флюкцуй котораго, какъ это показываеть само 
назваше, основвыя представленя о безконечныхт, был 
заимствованы изъ ученя о движенш, хотя для опред%- 
лешя этихъ флюкц!й или составляющихь скорости 
ему и приходилось пользоваться особыми чисто мате- 
матическини вспомогательными средствами *). 


ат 


Лейбницъ, который значительно ближе держался 
проблемы касательной и ея обращеня и исходиль изь 
представлен, которыя уже Б. Паскаль и И. Бар- 
роу 7) ввели въ трактоваше задачь этого рода, на- 
противъ, пришель къ совершенно другому методу: 
‘непосредственно примыкая къ геометрическому пред- 
оставлено, онъ положилъ въ основу своихь разсужде- 
1 безконечно малыя величины. 

Что длина отрфзка кривой тёмъ меньше отличается 
оть соотвЪтетвующей ему хорды, чфмъ мен®е этоть 
отрЪзокь; что касательная тЪмъ болфе совпадаеть съ 
сЖкущей, чЪмъ короче разетояше между точками пере- 
офчешя послфдней съ кризой; что объемь шара онре- 
д»ляется тёмъ точн%е, ч%мъ больше число вписанныхь 
пирамидъ, верщины которыхъ находятся въ центр 
шара, а углы основишя лежать на поверхности его, 
и т. Д., все это’ представляется настолько несомн%н- 
нымъ,— хотя оно совершенно несовмвотимо съ строгимь 
логическимь мышлешемъ греческихъ геометровъ,—что 
уже Кеплертъ, посльдовательно примёняя эти пред- 
оставлен я. использоваль ихъ для многочисленныхь 
опродфленй площадей и поверхностей гоомотрическихъ 
ТЬтЬ. Лейбниць же, отчасти посредствомь болфе 
этчетливыхь опредЪленй понят, отчасти посредствомъ 
метода, съ чрезвычайной легкостью прикзнимаго ко 
всвмъ случаямъ, сумьлъ превратить эти расплывчатыя 
представлешя, столь далевя оть точности античной 
теометр!и, въ чуть ли не механический счегь съ этими 
безконечно малыми числами или величинами, которыя 
должны были быть именно меньше воякихъ другихъ 
«коль угодно малыхъ чиселъ или величинъ. 

отяын открылся путь для дальнвишаго развития 
исчиелен!я безконечныхь. Стало ясно, что во везхъ 
процесеахъ природы, — а ихъ то главнымьъ образомъ 
имЪла въ виду тогдашняя наука, —мн вотрФчаемся съ 
совершенно аналогичнымъ положешемъ дЪлъ, что и 
въ геометрическихъ и аналитическихь изысканяхъ. 
Эпредфленная группа неизвзстныхь процессовъ, кото- 
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рые благодаря своему свойству быть измфряемыми ло- 
пускають числовое выражеше, дана при помощи ихь 
флюющй или производныхь относительно труппы неза- 
виениыхъ перемфнныхъ (величинъ времени яли длины); 
требуется пайти эти неизвЪотные процессы. Приняше 
точки зръшя Лейбпица имЪло вуВстЬ съ тёмъ 
еще то преимущество, что употреблеве безконечно ма- 
лыхь величинт трезрычьйцо облегчало паглядпое пони- 
ман1е задалъ. х 

Такимъ образомъ мало-по-малу удалось веецфло вы- 
разить въ системв лифференщальныхь уравнений не 
только вопросы геометрии и анализа, но и всю меха- 
нику, и при томъ не только астрономическую или 
механику неба, во п молекулярную меха- 
нику, теор1ю упругости, гидродинамику» 
‘теорю распространен1я теплоты, а поздние 
также учеше объ электричеств» и магне 
тизм\Ъ, поскольку уже установлены были экспери- 
ментальныя осковы этихъ явленй; рёшеше этихъ 
уравпенй лолжно было заключать въ себъ все. 
что вообще доступно познанию. Никогда еще някакая 
наука не правдновала такихъ трумфовъ, какь мате- 
матика въ перюдъ геросвъ исчислешя безконечныхь, 
Бернулли, Эйлера, Даламбера, Лагранжа, 
„Маплаеа. Проникновене математическаго внализа во 
св области мфа явленй явилось въ ХУШ ст. во- 
истину незывалымь трумфальнымь шестыемъ. Про- 
блемы, о разрёщимости которыхь въ прежиее время 
даже думать не смфли, теперь были поставлены и не- 
медленно же чуть ли не шутя разршены; пачто въ 
области точныхъ естественныхь наукъ не казалось 
Фолфе недоступнымъ человёческому уму. Какъ завер- 
шене этого перода слЪдуеть разематривать „1а- 
пласа *"), высказавшаго гордую мысль, къ которой мы 
теперь, впротемъ, врядъ ли можемъ отнестись виаче, 
какъ къ крупному преувеличеню: Уумъ, который ВЪ 
опредЪленный моментъ позналъ бы состояне всего мате- 
альнаго мра, сумёль бы при помощи зепомогатель- 
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выхъ ередетяъ хатематическаго анализа сразу обнять 
проиыое и будущее м1ра. Теченше космоса урегулиро- 
вано болышой снетемой дифференщальныхь уравненй, 
которыя вплоть до отдаленнъйшихь временх предека- 
зывають течене прошлыхъ и булущихъ событИ. 

Что же такое представияеть изъ себя математика, 
развит!е которой мы только-что попытались изобразить 
въ самыхь общихь чертахъ, обративъ при этомъ на, 
существенныя, лежапуя въ основ% ея идеи больше вни- 
мазе, ЧВмъ это’ умфстно было бы въ строго иестори- 
ческомъ изелдовани? 

Старый отвзтъ глаеитъ, что математика есть наука, 
о величинахь, а величина есть все то, что можно ми- 
слить равнымъ себЪъ самому или неравнымъ, т. е. пахо- 
дящиися вь отношении „больше“ или „меньше“. Врядъ 
ли этоть отвфтъ можно призпать удовлетворительныхь- 
ИмЪются, зо-порвыхъ, цфлыя отрасли математики, въ 
которыхь вообще не говорится о сравненм величияъ, 
ваир., комбилаторика п тсор{я групи, проективная гсо- 
мегря и Алёуза з1з, теорйя чиселт,; сюда же сл6луеть. 
отнести и алгебру логики. Съ прутой стороны, этоть 
отвЪтЪ отеылаеть засъ къ понят ю величины, которое, 
по крайней мЪрЪ съ перваго взгляда, представляется 
теряющихся въ расплывчатости неопредьленваго в03- 
зрвя *°). Е 

ВеВ эти соображешя привели КЪ тому, что выста- 
лено было требоваше гораздо боле общаго оиредЪ- 
лены поняя математики. Съ тЪхъ поръ какъ позпали, 
что достовфрность математическихь положенй въ ко- 
печвомъ счетв можеть основываться только на ихь 


чисто логичбекомт дедуктивномл, 
чето УЪ делу у 


но росиионозанных 
попытки дать чисто логическое опредзлене поваця 
математики, которое заключало бы полвую и общую ея 
характеристику со стеровы метопа и содсржашя *°). 

Мы ве можемъ здЪеь распространяться объ этихъ из- 
слЪповащяхъ, такъ какъ они относятся къ области, гд%- 
краткость изложеня пе легко осуществима и ърядъ ли 
приводить къ цфли. 


= 


Затзиъ, путемъ общей формулировки того, что такое 
представляеть изъ себя извЪотная иаука, вообще ни- 
хогда нельзя дать сколько-нибуль конкретиаго 
представлен! я оея сущиоети, ибо эта послд- 
няя состоить именно изъ совокупности развитыхь въ 
ней понят. которыя отнюль ие явстлують изъ, такого 
совершенно общаго, а потому чисто формальнаго опрс- 
дЪленя. Во веякомъ случаЪ тажого рода разсмотрёне 
отвлекло бы насъ отъ самого содержан1я матема- 
тики значительно больше того, чёмъ это пресл®дуется 
нашимь изложенемъ. 

Расхожден1е воззрьшШй окажется значительно мень- 
шимъ, если мы будемъ придерживаться взгляда, кото- 
рый новЪйшая логическая школа считаеть, впрочемъ, 
боле поверхностнымт °'), и раадфлимъ всю совокуп- 
ность математическихь изыскашй на. чистую матема- 
тику я области ея приложен1я. Къ послъднииъ мы 
относимь геометрию и механику, понимая яхъ въ 
самомь пирокомъ слыслЪ. Чистая же матема- 
тика есть наука о числахъ; а числа суть создан- 
пые нами знаки для упорядочивающей дфятельности 
нашего разоудка, которые допускаютъ сочетаня друтгъ 
съ другомь по опредфленнымъ общихь празиламъ. 

Въ учеши о числахь мы усматриваемь поэтому 
подлинную сущноеть математики, & изъяенене того, 
какъ всЪ друмя предетавлен:я, содержащщяея въ по- 
няи величины, могуть быть подчинены понятю числа, 
составляеть въ предфлахъ чистой математики пере- 
ходъ къ областямъ ея приложен. 

Вели же мы въ дальнёйшемъ ограничимся сна- 
зада. БЕ. пибповени о онавони: которые: вознидиноне, 
основ натуральныхь цфлыхъ чиселъ, и только позд- 
яфе коснемся общаго характера числа, который ле- 
жить въ основЪ только-что указаннаго пониманя сущ- 
ности математики, что мы будемъь лишь придержи- 
ваться порядка, въ какомъ протекало историческое раз- 
зиме самой Науки. 

Въ предшествовавшемь историческомъ обзорЪ мы 


вотрётились съ появлешемъ цфлаго ряда новыхь по- 
нятИ: перем ннаго числа или перемънной, функ- 
цтональной зависимости, пред льнаго зна- 
чен! я. Нотуть же мы сталкиваемся еще съ однимъ но- 
няпемъ, отчасти лежащим въ основ вефхъ этихъ пред- 
ставленй, съ поняемъ сплопгности или непрерыв- 
ности. Движеню, посредствомъ котораго образуется 
линя, и тёмъ езмымъ этой лиши мы прилисываемъ 
свойство не миновать ни одной точки, те, именно 
‹войстио непрерывноеги, которое мы считаемь нуж- 
нымъ требовать оть веъхь процессовъ въ природ%, но- 
скольку мы намфрены приводить ихъ къ явленямь дви- 
жешя. Посему, сели мы хотимъ посредствомъ поняття 
числа выразить эту непрерывность, то чяено само 
должно быть сдълано непрерывнымъ перем Ън- 


ныыъ 
Но какинъ образомъ въ математику, издавна пови- 


димому покоившуюся на прочномъ фукдаментВ ариеме- 
тическихь правилъ, которыя относятся вздь прежде 
всего къ дьйстыямъ надь цфлыми числами, и на 
теометрическихь экоюмахъ и постулатахь Эвклида, 
можно было звести совершенно новыя поняя не- 
прерызности, пред%ла (или безконечнаго приближен я къ 
таковому) и безконечности, понят!я, основывазпцяся ло- 
видимому на совершенно шаткихь’ и неопредфленвыхь 
пдеяхь, -и выфет® съ тм не измфиить корелнымъ 
образомъ характера математики, какъ источника позна- 
эй, стоящихъ выше веякихь сомлЪнй? 

Это возражеше было неодногратно выставляемо, 
межлу прочимь и въ тоть замфчалельный перюдъ 
развици иочисленыя безконечныхь ”), кигда нЪкого- 
рые, повидимому, совершенно отказались оть требова- 
щя логической строгости, характерной лля методовъ 
антиуныхь математиковъ. Импульет, съ которымъ 91- 
крыпя въ области матемалики тогда буквально обго- 
няли другъ друга, быль зъ самомъ двлЪ столь могучь 
и неотразимъ, что иныя представления вводились совер- 
шенно безъ размышленй объ ихьъ логической обосно- 
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ванности, Сомнфвающимся указывали ва свободные отъ 
противорВчЁй результаты новаго ученя, какъ на луч- 
нее доказательство его правильности 3). Отчетлив\е 
всего это, пожалуй, сказывается зъ фундаментальныхь 
трудахь великаго математика Л. Эйлера, который 
впервые попытался лать обишй обворъ анализа безк: 
нечныхь, сохранивний свое огромное значеше по сей 
день, въ то время какъ съ принцищальнымь его обосно- 
зашемъ мы отяюдь уже не можемъ согласиться **). 
Подобнаго рода несовершенства чуть ли не съ необхо- 
димостью проявляются во всякой наук%, которая под- 
вержена процессу особевно быетраго развитя, когда 
здохновене предвосхищаеть результаты меголическаго 
познан1я; но они не являются настоящей помфхой для 
прогресса, особенно эъ тЬхъ случаяхъ, когда какая- 
нибудь неправильноеть немедленно должна обнару- 
житься волфдстЫе своего противорЪччя въ уже уста- 
зовленными познанями. у 

Но математика издавна считала своей высшей цв- 
лью познане само по себф, з не моральное убъждеше 
вь предметной обоенованноети свроихт» методовъ, хотя 
$ы п подтвержденное сколь-угодио многияи провЪр- 
хами. Математика тробуеть построешя логически не- 
эбходимой систематической связи, основанной на исклю- 
чительномъ употребленги логическихь операшй. 

И воть работа большой части ХХ стольЁя была 
направлена па то, чтобы вновь доставить абеолютное 
тосподство чистой математикЪ, т. е. доказать, что по- 
наяме чиела и дЬйствЕй надъ нимтъ сеть ис- 
ключительный фундаментъ всего матема- 
тическаго познаин!я “”). Такимь обравомь ие 
только было создано поняме перемфннаго числа, н 
совершилось развиме общей ариеметики въ вполнь 
законченную науку, но поняие функци и выражен 
функпЫй было чрезвычайно расширено поередствомъ 
соотвзтотвующихь вопомогательныхь средетвъ; была 
доказана полнёйщая логическая обоснованность попя- 
-Ый безконечно-малаго и безконечио-большого, и твыЪ 


— 20 — 


самымъ была выяснена оспова исчисленя безконеч- 
ныхъ; наконець, въ значительной части была разр®- 
шена и проблема о существоваши рашенй дифферен- 
щальныхь уравнен!й, которой математика ХУШ столЪ- 
пя почти что не коснулась. . 

Итакъ. прежде всего нужно остановиться на уче- 
и о самихь числахъ. Ибо источникомь вебхъ вомнЪ- 
й являнось именно унасл®дованное  оть индусовъ 
поняте числа, которое въ своихъь существенныхь чер- 
тахь оставалось соверщенно неяснымъ. 

Поняте численности совокупности '"} предета- 
вляемыхъ вещей, въ психологическое развие когораго 
какъ совокупности или коллекци ряда повторенныхь 
актовъ мышлены мы не можемъ здЪеь вдаваться, мы 
будемъ ‘разоматривать кажъ ясное с8мо по себЪ; раз- 
нымъ образомъ мы для обосноватя простЪйптихь соче- 
тазнй этихъ цфлыхь чисель, о которыхь учатъ оенов- 
ныя правила ариеметики, для сложеня, вычитаня, 
умноженя и двлешя, сопглемся на непосредственную. 
логическую достовЪрность, съ которой соверщаются 
эти сочеташя 8"). 

Цвлыя числа, но только единственно они, обла- 
даютъ тфмъ свойствомъ, что ихъ можно резематривать 
закъ знаки для предетавлентй, связанныхь съ 
реальными вещами впЪ наеъ. Ипале обетоить уже 
ДЬло съ дробными числами, хотя здЪсь мы, пожа- 
луй, сталкиваемея еще не съ очень существенными 
трудностями °). Но зато вплоть до середины прош- 
лаго стольия и даже позднЪе еще 2°) много сомнЪнйЕ 
возбуждали отрицательныя **) числа; людей непо- 
свищенныхь, которымь обыкновенно недоегуина ихъ 
подлинная сущность, они все вновь укрёпляють во 
взпляде, что въ математик® отиюдь не вое основа- 
но на чисто дедуктивныхь доказательствахъ. Предири- 
нято было безчисленное множество попытокъ для пре- 
одолВШя этой трудности: для отриналельныхь чивелъ 
пытались сеылалься на таке же относянцеся къ реаль- 
ному мру зкты мышлешя, какъ и для положитель- 


1 — 


выхъ чисель; обращалиеь къ  пространственному 
предетавлешю, какъ въ месомнфино надежному 
источнику  познан\я, и изображали положительныя 
числа въ видз точекъ на прямой, числовой оси, справа 
оть нулевой точки, & отрицательныя числа въ вид 
лочекъ на той же прямой слфва оть нулевой точки. 
Сочетаня, выражаюццяся въ сложени и вычитании, та- 
киыт обрязамт, дВйствительно, можно было объяснить, 
но положен, что произведеше двухъ отрицательныхь 
чисель есть опять положительное число, еъ этой точки 
зръшя вновь представляло трудности, которыя удава- 
лось затушевать, но. не преодолёть. 

Въ сущности совершенно тащя же сомнфим воз- 
викли при введеши такъ назывземыхь мнимыхъ чи- 
сель “1). Подь образовашемь квадратнаго корня изъ 
какого-нибудь чиела « понимаютъ, какъ извъетно, 
опредълене такого числа, которое, будучи само на 
вебя помножено, даетъ а. Но сели а отрицательное чи- 
еле, то нфть ни положительнего, ни отряцательнаго 
числа, которое удовлетворяло бы этому требованню. по- 
тому что квадрать всякаго положительнаго или отри- 
цательнаго числа всегда положителень. Несмотря на 
это, нельзя быпо обойтись безъ введешя числовыхь 
знаковь для этихъ мнимыхь чиселъ, и посредствомъ 
зведеня мнимой единицы У —1== надь ними, равно какъ 
надъ комплекеными числами а-|-5 стали производить 
вычиеленйя совершенно такъ же, какъ надъ обыкновен- 
ными, вещественными числами. Такимъ  путемъ 
получили массу поразительнфйшихь результётовъ, 
въ правильности которыхъ невозможно было сомиЪ- 
ваться, такъь какъ во многихъ случаях они могли 
быть добыты изыскашями, пе заходящими въ область 
мнимаго. 

Мало-по малу между тёмъ познали, что въ осповЪ 
счета, Т.е, законовъ сочетая ифлыхъ чиселъ, лежалъ 
извЪстиые формальные законы **), на которыхъ 
едииственно ‘покоится счеть, такъ что нфть надобно- 
сти каждый разъ вновь обращаться къ представленто 


того, что могутъ означать собой числа въ ихъ ог- 
ношени Къ дъйствительнымъ объектамь. ТЬмъ самымъ 
открылось совершенно вовое понимане лонятёя числа. 
Такъ какъ вычиташе двухъ ‘равныхь чиселъ или вы- 
читаше большаго изъ меньшаго невозможно, но такого. 
рода требоване все же пеизм ино прелъявляется къ па- 
ему интеллекту, то нужно было ввести новыя 
понят: я чиела, которыя удовлетворяли бы 
этимъ требован1ямъ. ЗатЗыъ узже остается толь- 
ко показать, насколько эти чисто логичесмя созданя 
назпего разума допускають вычиелен1я, т.-е. законо- 
мврное сочеташе. Если, напр., введены нуль и огрица- 
тельныя числа, какъ знаки для выражешя опредфлен- 
паго акта мышленя, то задача состоить ръ томъ, что- 
бы нзиболЪе подходящимъ образомъ установить эти 
правила счета. Но это достигается особенно нагляд- 
нымъ образомъ, если можно безъ противорбщя при- 
держиваться тфхъ же формальных зако- 
новъ которымь слфдують вычисленшя съ натураль- 
выми цфлыми числами. Ибо тогда возникаеть чистый 
схематиэмуь счета, блогодаря которому дфлаютея 
возможными обще, ничёмъ бол%е не ст®ененные премы. 

Этотъ чисто служебный прянципъ раешире- 
н1я области чиселуъ посредствомъ свободныхь и 
ло себЪ произвольныхъ опредфлешй понят, подчинен- 
ныхъ, однако, принципу экономти мышлешя Маха **), 
этоть принципъ перманентности фориаль- 
ных зако нову, впервые выражень во всей своей обл!- 
ности Г. Ганкелемъ 41), ц съ тьхЪ поръ оть обра- 
зуеть основу чисто ариометическихь теорий. И дЪй- 
«твительно обнаружилось, что вычислевая падъ дробными, 
отрицательными, г, затЪмъ и надъ комплексными числами 
фактически мотуть быть подчинены этому принципу 
перманентности: надъ всЪми этими числами можно 
производить вычислешя какъ надъ цфлыми числами, если 
только при всзхъ дЪйстыяхь примЪнять чисто фор- 
мальныя правила, & всякое вычиелен!е, основанное на 
основныхъ видахъ счета, распространяется постоянно 
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на всю область комплексныхь чиселъ даже тамъ, гдь 
это не имфется въ виду. 

Въ дЪйетвительности общее примЗнене мнимыхъ 
чисель получило право гражданства, лить тогда, когда 
Тауссъ изображещемъ этихъ чисель на числовой пло- 
скоети предетавилъ свободное оть противор В Й, связан- 
ное, впрочемъ, съ пространетвенинмъ представленемт **} 
учене о сочетани этихь чиеель, сводившееся къ 
чисто формальному расширенцо извФотныхь правиль 
вычисления “"); еще болфе значительнымь было вщяше 
тхъ поразительныхь фезультатовь, которыхь сумли 
добиться Гауссъ въ своихъ изыскашяхъ въ области 
теори чиселъ и Абель, Якоби и Коши въ теорий 
функщй комплексныхь перемфнныхъ. 

Завершено ли, однако, поняме числа комплекс- 
ными числами? Оказывается, правда, что пока яЪтъ 
надобности въ переход% къ дальнЪйшимъ числовым 
знакамъ, такъ какъ вс вычислен!я, кав!я возникають въ 
области аризмегики, она вполнЪ можеть вышошнить при 
помощи комплекеныхь чисель; послфдшя образуютъ 
законченную въ себ систему чиселъ. Но въ вику 
того, что обнаружилась чрезвычайная полезность вычис- 
денЕй съ комплекеными числами, благодаря ихъ особен- 
ной подвижноети, возникъ Такого рода вопрось: не 
получится-ли еще большее усоверитенетвоване счета, 
если на подоб!е того, какъ отъ прямой лини, чиеловой 
оси вещественныхь чиселъ, перешум къ числовой 
тлоскоети Гаусса, нерейти къ пространству, въ ко- 
торомъ каждая точка съ тремя ея координатами 60- 
отвЪтотвовала бы числовому знаку? 

Этоть вопроот привопл, ит, разпосторонинит, изыека- 
щямъ относительно гкперкомплевеныхъ чиселъ. 
Англекому математику В. Р. Гамильтону мы обя- 
заны системой чисель, кватернюновъ, которая хотя и 
не подходить болФе подъ принципъ перманентноети и 
только въ одномъ предфльномъ случаЪ опять ему под- 
чиняется, но, пожалуй, впервые доказала возможность 
иполезность чисто логическихь числовыхъ образован, 
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“Но собственно на вопросъ, можегь ли система, стоя- 
щая надъ системой комплексныхь чиеелъ, удовлетво- 
рить принципу перманенткости, этимь еше не было 
дано отвфта. Посяз того какъ уже Ганкель *') раз- 
смотрьлъ въ главныхь чертахъ этоть выдвинутый Гаус- 
Фомъ вопросъ и пришель къ отрицательному на него 
отвфту, Вейерштрассь и Дедекиндъ показаля 
самымъ общимъ образомъ, что если сохранить формале- 
ные законы вещественныхъ чиселъ, которые пришлось, 
зпрочемъ, для этого нФеколько болфе точно логически 
формулироваль “), то вообще фаснтирене за пред®лы 
хомплексныхъ чиселъ невозможно или по крайней мьръ 
излишне, такъ что вычиелешя съ комплекеными чие- 
ламе обладаютъ такимъ образомъ характеромъ полной 
законченности. 

Гораздо большую трудность представляло зато логв- 
ческое обосповаше иррацопальныхьъ чиселъ, ко- 
торыя, соботвенно говоря, молчаливо уже предпо- 
лагались нами въ предществовавшихь разсуждешяхъ, 

Греки познали, что отношеше двухъ разстоянй 
не всегда можеть базть выражено раллонвльнымь чие- 
ломъ или дробью. Возможны случаи, когда два разетоя- 
шя точно измфримы одной и той же единицей длины, 
которая, скажемъ, содержится а разъ вт, первомъ и В 
разъ во второмъ; а:5 называется тогда отношен1емъ 
обойхъ соизмфримыхт разстоянтй. Пиеаго- 
рейской шкел приписывается уже зналйе того, 
что Дагональ и сторона квадрата никогда ис могуть 
быть выражены какъ цфлыя кратныял одной и той же 
вдиницЪ длины, т. е. что он% несоизмЪримы. И 
вотъ, вмБето того, чтобы обобщить понят числа, какь 
это намъ предетавляется наиболве естественнымъ, они 
отказались отъ прим®нешя чиселъ къ геометри и пы- 
тались самостоятельно ностроить геометрю при помощи 
весьма, правда, остроумнаго метода пропорцЕй или 
отношенЕ Я. Что имфются чиеловыя дЪйствя, которыя 
не могуть быть выполнены по своимь условямъ ‘ни- 
хекиыъ рашонельнымь числомъ, извфотно всякому: 
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такимъ дёйствемъ является, напр, извлечеше квад- 
ратнаго корня изъ всякаго ращональнаго числа, &ото- 
ров само не есть квадратъ. Каждый изъ этихъ новыхь 
чиеловыхь зиаковъ можно было бы, конечно, подчинить 
правиламъ перманентности и такимъ образомъ возста- 
новить схематизыъ счета, но такой методъ никогда не 
пряведеть къ обоснован права на сушествоване 
зоБхъ мыслимыхь иррашщональныхь чиселъ, 

Поводомъь къ образованию прращональныхь чи- 
еелъ на самомъ дёлЪ служить предетавлене непр е- 
рывности величинъ *), въ проетьйшемъ случаф, 
елфдовалельно, непрарывности прямолннейнаго 
разстоящя, которую надиежало выразить въ числахъ, 
если только не хотЁли отказаться отъ математическаго 
формулированя сущности процесвовъ природы, кото- 
рымъ, повидимому, свойственна непрерывность *°). 

Дедекинду должно быть вмЗнено зъ заелугу, 
что онъ впервые истинно философокимъ образомъ пре- 
одоиЪль заключающуюся здфсь трудность. Онъ исхо- 
дить при этомъ изъ намфрешя описаль непрерывноеть 
прямой линш, и 24-го ноября 1858 г. онъ нашелъ, что 
она состоить въ слфдующемьъ свойствВ *'): 

Бели вс точки прямой распадаются на два класса 
такимь образомъ, что каждая точка перваго класса 
лежить влЪво оть каждой точки второго класса, то 
существуетъ одна и только одна точка, ко- 
торая производить это раздёлене или сЪченте. 

И воть мы далфе говоримъ: Если всЪ ращональныя 
числа распадаются на два класса такимъ образомт, 
что всякое число перваго класса меньше всякаго числа 
зторого ми восгла путирстлують Олин в 
только одинъ числовой анакъ, который производить 
это разложене, то числа образуютъ непрерыв- 
ное мНого0бра 310. 

При такомъ разложени возможны только четыре 
слузья: 

1. Среди чиселъ перваго класса находится одно 
наибольшее а, среди чисель второго класса— 
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одно наименьшее В. Этоть случай исключаетея какъ 
кевозвможный, ибо !/з (а-|-Б) было бы рацюнальнымъ 
числонъ, которое вопреки предположеню не принадле- 
жали бы ни къ первому, ни ко второму классу. 

2. Среди чисель перваго класа находится одно 
наибольшее а, среди чисель второго класса нЪтЪ 
наименьшаго; тогда а есть ра ц1о нальное число, 
производящее сЗчен!е. 

8. Среди чиселъ церваго класса нётъ нвибольшато, 
но среди чисель второго класса имфется наименынее; 
тогда $ производить это сфчене. у 

4. Среди чиселъь перваго класса, н® тъ наиболь- 
шаго, среди чиселъь второго класса нЪтЪ наи- 
меньщшаго; тогда и рацЕональнаго числа, 
которое производило бы это сЪчене. Мы лолжвы, ел%- 
довательно, создать и пр!урочить къ нему новый 
числовой знакъ, и вся разъ, когда это можеть имЪть 
м5ето. создаются новыя, уже не рашюяальныя чиеловыя 
поняты, т. в. иррац:ональныя числа. 

Теперь остается только показать, какъ можно произ- 
водить вы чиелентя надъ этими новыми числовыми 
знаками, Для этого нужно доказать, что эти новые 
знаки могутъь быть опредфлены `какъ находянияся 
между собой и эъ ращональными числами въ отно- 
шени равенства, а также неравенства въ ту или дру- 
гую сторону, и что кь нимь примфиимы обыхкно- 
венных правила зриеметики. Вели это удастся, то мы 
достигли введешя непрерывной числовой си- 
стемы. Дедекиндъ дЪфйствительно доказываеть 
слвдующее положеше: Если эта расширенная такимъ 


на два класса такъ, что каждое число перваго класса 
меньыцще всякаго числа второго класса, то суще 
сетвуетъ одно и только одно число, которое 
производить это еЗчеше. 

Само собой фазумзется, что эти новые числовые 
знаки невозможно точно выразить какъ-нибудь при 
помощи ращональныхь чиселъ. Само по себЪ это и. 
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не требуется въ чистой математик, ибо здфеь 
вполн® достаточно логическое установлеще. Если, 
однако, принять во внимане приложеня и ввести вы- 
ражене: два числовыхь знака приближаются другъ къ 
другу до степени в, если ихъ абсолютная разность 
меньше 10`°, то ирращональныя числа можно зам$- 
нить приближенно десятичными дробями и при томъ со 
<коль угодно большой, но. ввегда только конечной оте- 
пенью точности 58}. 

Т№мь самымъ устраняются послфдыя колебангя, 
воторыя даже недавно еще вызывали эти и родетвен- 
ные имъ взгляды °). 

Эти послЬдне исходять изъ поняйя предъльнаго 
значения °*), которое тоже нужно было вполн® вы- 
ясвить. При развийи лейбницевекаго счисленя 
безконечныхь вотр®тилась трудность въ вид отыека- 
ня логичееки удовлетворительнаго предотавлешя о 
безконечно малыть величинахъ. Одни прямо принимали 
.ихЪ за нули *), друге создали себЪ мистическое 
представлеше о величинахь, которыя, будучи меньше 
всякой предетавляемой величины, все же заключають 
въ себ зародышьъ возникновеня конечнаго коли“ 
чества °°). Влервые Даламберъ опять указалъ не не. 
обходимость введен!я понят\я пред ла; но въ 

°фундаменть исчисленя безконечныхь  возвель его 
лишь Коши, хотя и поел иего тоже пришлось еще 
поработать въ этомъ направления, 

Утверждение, что разстояне, поетоянно ростущее н 
все-таки пикогда не превосходящее данной длины, 
должно имфть наибольтую величину, которая назы- 
вается во предфаомь, представя: 
зууВнио очевицной иетиной Мы можемъ поэтому при- 
ыЪнить этоть принципъ и къ понят!ю числа, индивиду- 
умы котораго должеы вЪдь соотв®тетвовать непрерыв- 
ному разстоянно. Если мы теперь попнтаемся точно 
выразить эту наглядную истину, то получится ел$дую- 
щее опрелзлене: 

Еели черезъ а а, в, -. 


а... обозначить безконеч- 
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ный рядъ послфдовательныхъь значений перемннаго чис- 
ла х, и если существуеть такое число 4, что 


[а,— 4] < 


коль скоро »> М (при чемъ е означаеть сколь угодно 
‘малое заденное рецональное чиело), чо 4 называется 
пред льным > значенемъ °') чиела х. Это опре- 
двлеше еще отличается тЪмъ неудобствомъ, что нужно 
уже знать число 4; Коши выразиль его поэтому (не 
знолнЪ, вирочемъ, обосновазши эт0) въ елздующей 
формЪ, извфотной въ настоящее время подъ незвашемъ 
принципа сходимости *'}: 


Если безконечный рядъ чисель а;, 4..4 .. а, .. обла- 
даетъ тЪмЪ свойствомъ, что 


[ пиры а | ЗЕ 


для веякаго сколь угодно большого в, если только п_> 
чо радъ а стремится въ пред лу. 

Бели понят предзла такимъ образомъ опред%- 
дено, то раскрывается повая теоя иррашональныхь 
чиселъ, которая, ловидимому, обладаеть н®которыми 
преимуществами по сравнешю съ теорей Дедекинда. 
Съ одной стороны нужно вфдь признать, что въ боль- 
шинств% вопросовъ числа: не представляются сёчешями, 
и ч10 всяый разъ требуются особыя разсуждев я, что- 
бы позпать ихь какъ таковыя; съ другой стороны точка 
зрьныя Дедекиинда, по крайней мБрЪ по визшней 
видимости, связана СЪ прострапственнымъ представле- 
знемжь. Въ противоположность этому теори Гейне, 
Бантораи Мере можго назвать чисто арнемети- 
ческими ‘'). Въ нихь разсматриваются ряды рацо- 
нальныхь чиселъ, которые по принципу сходимости 
приближаются къ извфстному предёлу. Этоть предфль 
можеть быть ращональнымъ числомъ; если опъ тако- 
вымъ не является, то кь такому ряду нужно прёуро- 
чить новый ирращюнальный числовой знакъ. Въ этомъ 
случа также можно затЪмъ показать, что съ этими 
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знаками можно производить вычиелевя по законамт. 
перманентности ®). 

Но одно-однозначное отнесенте всЪхЪ ве- 
щественныхъ чиселъ къ непрерывной пря- ` 
жой при вевхь этихъ теоряхЪ связано съ трудностью, 
на которую давно уже °') обратилъ знимане Г. Кан- 
торъ. Если исходить изъ ариеметическаго опред®ле- 
ня иррацюнальныхь чиселъ, то при помощи предета- 
влешй величинъ, возникающихь изъ поняйя конгру- 
энтныхъ разстоян!\ и изъ упоминаемой ниже акс1омы 
Эвдокса, можно, конечно, показать, что всякой 
длин соотзфтствуетъ рапональное или ирращональ- 
ное число, Но изъ этого еще не слфдуеть и обратное, 
что всякому ирращональному числу соотв®тетвуеть 
вполнз опредфленная длина. Ибо невозможно 060- 
зрЪ®ть ариэметическ!я изображеня ирращональныхъ чи- 
селъ во всей ихъ совокупности и еще мене возможно 
привести ихъ въ соотвётсгые съ пространственнымь 
представяещемъ. Посему необходимо разематриваль это 
Еакъ аке!ому, благодаря которой дзлаетея возмож- 
нымъ обратимо однозначное сопряжене точекъ прямой 
съ веществещыми числами и тёмъ самымь примфне- 
ше послвднихъ къ геометри и механик. Точно такъ же 
обстоитъ дЪло, если разоматривать теорю Дсдеккнда 
надлежащимь образомъ, т. с. как совершенио ие евязап- 
ную съ пространственнымъ представлешемъ “). Но 
этимъ отнюдь енто не завершено раеширенше попят!я чиела 
самого по себф. Уже разностороные результаты, полу- 
чеиные Гамильтономъ при помощи кватерн!0- 
новъ *2), свидфтельствують о плодотворности число- 
выхъь знакокгь, законы сочетания волорыхь не удоблетво- 
ряють боле закону пермапентности, а обязаны своихъ 
правомт на существоваше исключительно логически 
непротиворфчивому ихъ опредёлени. Грассману 
должно быть выфнено въ особую заслугу, что въ своемъ 
учен!и о протяженности оцъ показаль пользу 
употреблешя чисеть съ проиввольно многими едини- 
‚цами для систематическаго развит!я всЪхЪ тЖхЪ во- 
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просовъ, нь которыхь вообще основано приложен!е 
ариеметики къ геометри и механикз. 

Опредфленное данное вещественное число, какъ 
бы мало оно не было, всегда превзойдеть любое дру- 
тое данное число, если только достаточное количество 
разъ умножать его. Какъ факть няттеги вазаржия мы 
считаемъ себя вправ» утверждать это и о величинахь; 
<ъ кавимъ глубокимъ понимашемъ древне относились 
къ подобнаго рода вопросамъ, видно изъ того, что уже 
Эвдоксъ Книлекй и Архимедъ разематривали это 
хакъ недоказуемую акс1ому учешя о величи- 
нахъ. Мы говоримъ, что пепрерывная въ современномъ 
смыслЪ (линейная) система величинъ ‘удовлетворлеть 
лемиЪ Эвдокса или Архимеда. Но уже обыкновенныя 
таши комплекеныя числа не подчиняются болфе 
этому понято величины *). А Гальбертъ въ своихъ 
изсл®дованяхь основъ геометрии ввел и съ чрезвычай- 
нымъ усивхомъ прим$ниль вещественныя число- 
выя поняты, про которыя слФдуеть сказаль то же 
самое “"). Апалогичнымъ характеромъ отличается также 
введенная П. ДюбуаРеймономъ система „безко- 
кечнаго вещественныхь функц!“ °*), равно какъ чиело- 
вые знаки, примВняемые, напр., алгеброй логики, съ ихъ 
«особыми законами сочетая. 

Понят1ефуикцуи постепенно вылилось въ слЪду- 
эптую форму: у называется функщей оть х въ иптерваль 
отьа—а до #6, если въ этихь границахъ каждому зна- 
чению х соотв ®тетвуеть одно или нисколько опред лен- 
ныхъ у, Какимъ образомъ зто поняйе въ дальн®йшемъ 
‹воемъ развити пр1обрфтаеть столь неизмримо богатое 
‹одержан, представляется на первый взглядъ трудно 
поетижимымъ. ЗдЪеь мы можемъ только сослатьея на 
фавтъ, что работа всего прошлаго отолфия была на- 
правлена на развите этого нонятЕя, находящагося въ 
самой тЪоной связи съ нашими идеями причин- 
ности, и 910 въ будущемь, вЪроятно, его также 
будуть принимать за походвую точку веЪфхь ма- 
тематическихь изыскан!й. Относянцеся сюда. вопросы 
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могуть быть, впрочем, ифсколько подробяВе развиты. 

1. Пусть законь зависимости у ОТБ д данъ 
въ видв общепонятнаго элементарнаго аризмеги- 
ческаго правила. Тогда въ сущности дёло идеть о 
овойствахь соотвфтствующей кривой у=У (2); подоб- 
наго рода вопросы составляють предметь диффе- 
ренцщ{альной геометр/и. 

3. Дано вообще только правило, по которому 
возможно опредфлить, какое у относится ко вся- 
кому данному 2. Въ такомъ случаЗ мы прежде всего 
должны епросить, гдз функшя непрерывна и гд% 
она этимъ свойствомъ не обладаеть, диф ференци- 
руема ли она тамъ, гдЪ она непрерывна, или, быть 
можеть, допускаеть даже неоднократное диффе- 
реннироване. 

Вь качеств® первой подгрупиы можно выдфяить 
тогда тЪ функци, которыя допускают неограни- 
ченное, т. е. сколько-угодно разъ повторенное диф- 
феревцирован!е. Для такихь фувкшй можеть 
быть дЪйствительнымь '7) основное положеше, рядъ 
Тейлора, который въ опредфленномъ интервалЪ, 
области сходимости, выражаеть значеше функщи при 
помощи такъ называемаго степекного ряда, если въ 
одномь мЬстБ интервала изв®стны аначеня фунющии 
всёхъ ея производныхъ. Боли это иметь м%сто, то 
можно сказать, что функщя въ этой области сходимости 
изображена при посредотв} аналитическаго вы- 
ражен!я. ы 

Для второй группы, для такъ называемыхь про- 
извольныхъ функшй непрернвнаго перемфнкаго х, 
Бы. оторыши > Шо спреднонераетеи нионснрер не 
ность, ни возможность дифференцироваян, это анз- 
плитическое выражен!е оказывается, понятно, совершенно 
неприложимымъ. Но историческое развит показало, 
что большей класеъ этихъ „произвольныхь функц“ 
можеть быть изображенъ при посредств® трягонометри- 
ческихь рядовъ и иныхъ зспомогалельныхь средству 
ИзелВдоваще этихъ случаевъ, начатое Фурье и по- 


— 32 — 


ставленное на вполнф надежный фундаменть впервые 
Дирихле *), составляеть одну изъ важнВйшихь. 
тлавъ вь учени о функщяхь ведественнаго перемён- 
наго, которую мы не имфемь здёсь возможности разви- 
вать въ деталяхъ. и въ частности не можемъ довести до 
поол®днихь ея границъ. 

Если теперь прикять въ соображение, ` насколько 
ариеметика обогатилась блатодаря понято комплекенато. 
числа, то естественно было ожидать, что. со введе- 
и1емъ комплексныхъ чисель въ понят:е 
фунвцги должны будуть открыться совершенно но- 
вые горизонты. Чрезвычайную заслугу Коши ®) о0- 
етавляеть то, что онъ впервые сдфлаль этотъ шагь; 
змЪсто совершенно тривальнаго понят!я, что + -- 2 дол 
жно зависэть от х-- #/, онъ вветь поняте аналити- 
ческой функц{и 1}, сводящееся кь тому, что 

леч), 
разсматриваемая какъ функщя обоихь перемзнныхь 
хиут. е. въ разсмалриваемой области непрерывныхъ 
перемфнныхъь 2 и у, имфеть первыя частныя производ- 
ныя 10 хи по #, которыя для каждаго мВота м, 
равны между еобой. 

Съ тьхь поръ теор1я функщй конплекснаго пере- 
м%ннаго выдвигается на первый планъ. Она развива- 
лась главнымъ образомъ подвумъ направлешямъ: Одно 
направлене, основанное Вейерштрассомъ, береть 
за исходную точку тоть фактъ, что степенной рядъ 
комплекснаго перемннаго © внутри области его схо- 


димости предотавляеть злементъ аналитической 
Фун 
$ун 


ци, по что во многих 
должить этоть элементь функщи и за нервоназально 
данную область однимъ и только однимъ образомъ. 
'ТЬмъ самымъ создается тогда вполн® опредфленное 
аналитическое образоваше, и его то и называють 
зналитической функц!ей, которая происходить 
изъ указаняаго элементе функщи или относится къ 
нему. 


‚ олучалкъ возможно иро- 
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Противъ этого взгляда можно, пожалуй, возразить, 
что исходная точка въ видф степенного ряда вначань 
вфль случайная, такь что. она по самой сути своей 
можеть привести къ, пожалуй, не необходимому огра- 
пичению понят1я функщиа. Этого недостатка нЪтъ въ 
собственно болЪе глубокомъ методЪ Раманна, кото- 
рый, примыкая ко ваглядамь Коши, пытается огра- 
ничить поняе функщи его наиболфе сущеетвенными 
услошями и выфет8 еъ тёмъ показываеть что точка 
зрзня Вейерштрасса обладаетъ точно такой же 
степенью общности, какъ и только что упомянутая. 

Не-математику, однако, трудно будеть понять, по- 
чему именно переходъ къ инамымъ числамъ является 
пригоднымъ для раскрытя столь многихъ новыхъ 
свойствъ. понят1я функщи. Почему необходимо сперва 
перейти въ область мнимаго, чтобы найти истипы, ко- 
торыя въ конц концовъ должны зЪдь послужить 
поводомь къ новымъ высказывашямь объ отношеняхъ 
между вощественпыми числами? Па это можно оть\%тить 
аналогюй. Имвются геометричесвя теоремы '!}, которыя 
невозможно доказать на плоскости,но которыя немедленное 
же становятся доказуемыми, какъ только мы прилимаемъ 
въ соображеше значительно болфе богатыя свойства про- 
странетва. Подобно этому числовая пепрерызноеть въ 
комплексной плоскости тоже значительно боле богата, 
и отвть на вопроеъ заключается въ томъ, что благо- 
даря отношешямь въ числовой плоскоети удается рас- 
крыть обстоятельства, которыя при ограниченйгьсте- 
ственной областью, по крайней м5р8 впачал, совер- 
шение неё были бы замчены "). На этомъ основано 
и та, что почти яс® илол®ловантя въ области теоретиче- 
ской физики вообще невыполнимы, если пе примфнять 
функщи комплекснаго перемфннаго, и только въ ко- 
нечныхЪ результатахт, которые должны относиться къ 
дёйствительнымь обстоятельствамь нашего наглядиаго 
предотавленя и опыта, совершается въ нихЪ переходъ 
къ вещественнымъ чисяамъ. 

Только самымъ поверхностнымъ образомъ мы можезъ 
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еще коснуться предметовъ, которые механическому пони- 
хоню природы ХУ столЪт1я должны были, разум%- 
етея, казаться особенно важными, & именно, р шен!я 
дифференцщ!альныхъ уравнен1й. Очень скоро 
обнаружилось, что только для небольшой группы диф- 
ференщальныхъ уравнений, къ которымъ приводятъ уже 
простЬйпце вопросы, возможно призеден{е къ об- 
ращен:ю процесса дифференцирован1я, т.е., 
р8шеше посредствомъ такъ наз. квадратуръ. „!изИ- 
Лопез сайеш 1ифесга5" Эйлера дають намъ столь же 
остроумное; сколько и плодотворное трактоване диф- 
ференщальныхь уравненй по этому методу, который 
благодаря учен!ю Ли о группахъ преобразо- 
ван1й '°) получилъ въ наше время совершенно новую 
форму, отличающуюся многими принцишальными точ- 
хами зр®ня. Исключительно потому, что исходили изъ 
взгляда, основаннаго собственно на самомъ механиче- 
екомъ понимаши природы, что всякое дифференщаль- 
ное уравнеше разрЪшимо *), удалось во многихъ слу- 
чаяхъ представить это рёшеше въ удовлетворительной 
для примфнен!я форм, хотя для этого нерёдко приб*- 
гали къ премамъ, которые были не вполнё оправды- 
ваемы "5). 

И здЗеь также Коши принадлежать честь еоздая 
фундамента, Онъ не только показаль, что система веще- 
ственныхъ дифферонщальныхь уравненй перваго по- 
рядка съ однимъ независимымъ перемфннымъ-а кь 
этому случаю можеть быть приведена всякая система 
обыкновенныхь дифференшальныхь уравненйй опредЪ- 
лешнаго порядка—имзеть при извЪстныхь предположе- 
ирихь одно и толььу одну опредфиеннуе рышене, но побд- 
НЖеонЪъ своимъ Саюи 4ез ИшИез распространиль эту те- 
орему и нё комплекеную область 7'). Его изел®дованя 
были вилоть до новЪйтаго времени упрощаемы и ео- 
вершенствуемы. Мы должны здЪеь отказаться отъ даль- 
иъйшихъ указан! отпосительно природы этихъ рЪтие- 
ШИ, такъ какъ при этомъ нельзя обойтись безъ терми- 
нологи теори функщй комплекснаго перем%ниаго 
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Замфтамъ только, что уже Гауссь въ своей работ о 
тицергеометрическомь рядЪ, какъ это во всемъ объем 
зыяснилось, вирочемъ, только позднъе, намфтилъ осно- 
занйя той теори линейныхъ дифференщельныхь ура- 
вненй, которая с0 времени знаменитыхъ работь 
Фукса ") окончательно отр®шаетея эть старой точки 
зрЬня нахождешя р®шен!я посредствомъ ряда квадра- 
туръ и вмЪфсто этого вводить непосредетвенное изуче- 
Шо интетграловъ. при помощи тсорш фупкщй Ко пти- 
Вейерш трасса. 

ВелЪдетве того, что къ этому классу дифференц!- 
альныхЪ уравненй обнаружился чрезвычайный инте- 
ресъ, съ одной стороны въ виду ихъ особенной про- 
<тоты 18), а съ другой стороны въ виду яЪфкоторыхъ 
зяовь возникавитихь трудностей 1), частныя диффе- 

‚„ренц1альныя уравнен! я, которня собственно для 
физическихь приложенй являются еще болфе важными, 
до сихъ поръ не изелдованы съ такой же обстоятель- 
ностью. И здВсь также Коши уже въ 1842 г, одЪлаль 
первый птать, но только изслёдовашя Дарбуи Софи 
Ковалевской обнаружили олнозначное сутществова- 
ме рыненй, удовлетворяющих извфетнымъ началь- 
нымъ условямь, по крайней мЪрЪ для одного виолну 
опредьленнаго вида частныхъ дифференщальныхь ура- 
вненй, а раземотр®нте особаго класса ихъ, зажнаго для 
физическихь изыскан поставлено было, благодаря 
принципу Дирихле и поздн№е благодаря замвнЪ его 
зполнв строгими методами, въ нолную независимость 
оть вышеуказанных предположений. 


Понят!е интеграла функци уже Лейбницъ ®} 


суммы, Но подъ вмянемъ великихъ фундаменталь- 
ныхъ трудовь Эйлера въ области зиализа, это поняе 
превратилось въ чисто формальное, а именво, въ 
обращен!:е дёйстыя дяфференцирован1я и 
Въ ваду этого поняе интеграла оставалось собственно 
совершенно проблематичнымъ во возхъ тхъ случаяхъ, 
когда такое обращеше не могло. быть произведено по- 


з* 


= 8веы 


средетвомь иавфотныхъ операц! *). Опять таки заслу- 
гой Коши является 10, что онъ вновь ввель поня- 
т1е опредфленнато интеграла какь преджль- 
наго значеыя суммы и выФотВ еъ тЗиъ указалъ кри- 
терм существовая этого предфла. 

Въ частности пред®тъ всегда существуетъ, когда лод- 
лежащая интегрировано функ непрерывяа. Это пред- 
стаалеше было, однако, чрезвычайно расширено Ря- 
манномъ **). Этоть послфдай замфтилъ, что суше- 
ствован!е такого предфла отнюдь не обусловлено не- 
прерывностью интегрируемой функши, и что оно можеть 
быть доказано также и тогда, когда фувкц предпола- 
таетея однозначной И пока еще также конечной, а въ 
остальномъ опредФлена самымъ произвольнымъ обра- 
зомъ. Крителй Риманна **) поставиль такимъ обра- 
зомъ понят! опредленнаго интеграла на фундаменть, по 
существу своему совершенно независимый отъ диффе- 
ренщельнаго исчисленя, и тфыъ самымъ создаяЪ изъ 
интегральнаго исчисления методъ, идущий несравненно 
дальше узко спещальныхь предположений дифферен- 
зпальнаго исчисленщя, которыя исходятъ изъ существова- 
я производной функщи. Благодаря этому стало воз- 
можнымъ говорить о вычислеши поверхностей, о дли. 
нЪ дугъ и. т. до для случаевъ, которымъ вообще не 
соотвЪтетвуютъ кажя-либо доступныя наглядному пред- 
ставленыо образовашя. 

Эти изелФдовавя въ свою очередь допускали епе 
дальнёйшее расширеюе. Имфется безчисленное иноже- 
ство случаевъ, которые критерю Риманна лля 
существованя опрелфленнаго интеграла не ‘удовлет 


цва предфльныхь значеня, которыя вполн опред%- 
леннымъ образомъ пргурочены къ интегрируемой функ- 
Щи и называются верхнимъ и нижнимъ ' инте- 
граломъ. 

Сьъ другой стороны, выштеуказанное опредёлене по- 
верхностей и т.д. вызываегь еще извёстныя сомнЪв!я, 
такъ какъ все изслФдоване основано иа дЪлени по- 
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верхностей поередетвомъ опредфленной системы пз- 
раллельныхь ляв!й, благодаря чему именно и полу- 
чаетея простой интегралъ. Изелдованя Коши и 
здВеь также устранили вс сомиЪн!я; они могли быть 
примфнены и къ многократнымъ интеграламъ, которые 
тюлучаются, когда подлежаще интегрирован ю объемы, 
поверхности и т. д, совершенно произвольнымъ образомъ 
разлагаютъ ня маленьких части °°), 

Но это обстоятельство, какъ уже, впрочемъ, и раз- 
смотрЬшШе простого интеграла, указывало на то, что 
изслЪдоваше значешя интеграла существенно зависить 
оть свойств области, въ которой функшя опред®- 
лена и въ частности, можеть быть, характеризуется 
уклонешими оть непрерывности. Эти соображеня при- 
вели къ еовершенно новой дисциплия®, которая ра8- 
вилась въ течеше послднихЪъ 80 лЪтЪ, къ учен1юл 
комплексах. Въ основныхъ своих чертахъ создан- 
ная почти исключительно трудами Г. Кантора *), 
эта теоря весьма скоро получила значене одного изъ 
зажн®йшихь методовт, который проникаеть во в0% 
облаети анилиза и теоми функшй и заслуживаеть 
большого вниманя также по своей теоретико-познава- 
тельной цЪнности. 

Подъ комплексомъ понимають вообще совокуи- 
ность опредёленныхь, вполнЪ различимыхь объектовъ 
нли элементовт. Два комплекеа имЪють одина- 
ковую мощность или эквивалентны другРЪ 
другу, если ихъ злементы могуть быть приведены въ 
обратиме однозначное соотвЪтетые другь съ 
другомъ. Въ 10 время какъ Гауссъ и, евылаясь на ега 


ар оратекр ани Е иное онрозеотиюни, оо 
противъ употребления безконечнаго комплекса элемен- 
товъ, какъ законченнаго синтеза, Кантору удалось 
ке только самымь законнымъ образомъ ввести понят! 
зктувльно-безконечнаго комплекса (т. е. точно опредв- 
лить, въ какомъь смыслВ транесфинитные ком- 
плексы и трансфинитныя числа могуть быть 
разсматриваемы какъ логически вполя® обоснованныя 
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повят!я), но ему удалось также развить дЪйствительную 
теор сверхъ-конечныхь комплексовт, основанную на 
только-что указанномь повятфи мощности, которое уже” 
до того Дедекяндъ использовать въ евойхъ изслЪдо- 
зашяхь о понят числа. 

О томъ, чтобы дать здЪсь хотя бы скромный очеркъ 
огромнаго значеншя теори комплексовъ, само-с0б0ю ра- 
зумфется, и чи быть не можеть; мы должны. здёеь 
удовольствоваться нзеколькими краткими указашями. 
Конечному комплексу соотвФтетвуеть вполиб опредф- 
ленное количеетво, такЪ называемое кардинальное 
(количественное) число; конечный комплекеъ не м)- 
жеть быть одно-однозначио приведенъ въ соотв тете 
съ какой-нибудь правильной своей частью. Безконеч- 
ный компаекеь злементовъ, нидивидуумы которато 
хотя логически и опредфлены, но никогда не могуть 
быть вполнФ указаны, напротивъ, характеризуется 
т®мъ, что правильная часть его можеть быть ему эк- 
вивалентва ""). Среди воБхь бозконечныхь комилек- 
совъ наипроетёйший есль комплекоь натураль- 
ныхъ цфлыхьчиселт, и всяк! другой комплексъ, 
который можетъ быть приведепь съ нимъ вЪ одно- 
однозначное соотвЪтствые, иметь ту же мощность, что 
и этоть исчислимый комплексъ, мощность кото- 
рато обозначается символомь трансфинятнаго 
карди нальнаго числа в. Ничто не мипаеть намт 
образовать новыя числа 


о Ьа--2,... ь-ря, 
или мощность ( 2}, отъ нея перейти къ 
{© 2)--1, (2) -- 3 


или къ (® 3), и такимъ обраломъ создать представлене 
трансфинитнаго числа 


(ын) 


Но пре отоутетв1и дальн®йтихь указаний на это можно 
было бы поемотр®ть какъ на безцфльную символику **); 
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обратимся поэтому къ н®которымь дальнёйщимъ во- 
просамъ. Всяк1й безконечный комплексь, очевидно, 
долженъ содержать въ себ по крайней н%р$ 
одинъ исчислимый комплексъ, а посему « есть наи- 
меньшая мощность, какою вообще можеть обла- 
дать безконечный комплекеъ. Что же теперь можно ека- 
зать о числахъ, хоторыя содержатся, окажемъ, между о 
и 1? Обозначимъ такое число черезъ 2 и положныъ, что 
ны мы 

1—+ * 1-4’ 

тогда, числа 2’ одно-однозначно сопряжены съ числами 
д; но они проходять черезъ весь интервалъ 0 -- со, когда 
числах движутся между 0—1, сл®довалельно, комплекоъ 
вофхъ чисель между 0 и 1 столь же великъ, вакъ и 
.комплекоъ всёхъ чиселъ между 0 и <. Но Канторъ 
локазнваеть далфе поразительную теорему, что 
комплексь везхъ рац!ональныхь чисель  ис- 
числииъ, что это правильно даже отноентельно вефхъ 
злгебраичесвихь. чисель, и что вообще печисли- 
мый комплекеь исчисглимыхь комплексовт. въ свою 
очередь составлять исчислимый комплексь Нервымъ 
результаломь этихъ разсужлещи, пе ‘имфющихт, по- 
видимому, ничего общаго съ обычными математически- 
ми изысканями, было доказательство того, что имфетел 
сколько угодно трансцепдентиыхъ чиселъ 5}. 


Съ пругой стороны можно было показать, что ли- 
нейная непрерывность, или комплокоъ вефхъ веществен- 
ныхъ чисель, т. е, также и ирращональныхь чисел, 
уже ие исчиелимъ °'). 

Мы должны поэтому приписать лицейной непрерыз- 
ности высшую мощность, нежели исчислимымь безко- 
печнымъ комилексамъ, Само собою. напрашиваетел 
вопроеъ, обладаеть ли эта непрерывность ближай- 
шей высшей мошностью, или же существують ком- 
илекеы, которые ненечиелимы, но все-таки обладають 
меньшей мощностью, нежели линейная непрерывиость; 
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разрЪиить его пока еще ме удалось, несмотря намного- 
чиеленныя попытки въ этомъ направлен. 

По намвному предоставлен между комплексомъ 

точек, находящихся въ квадрёф, и комплексомъ то- 
чекъ, лежащихъ на одной ого сторонЪ, имфется глубо- 
кое различю. А между ч@мъ правильна тажая те- 
орема 22); „Комплексъ точекъ внутри квадрата, сторона, 
хотораго равна, напр, единиц длины, можеть быть 
одно-однозначно сопряженъ съ точками прямой такой 
жб длины“. Эту теорему можно выеказать даже въ 
олфдуюрюй обобщенной формЪ: Непрерывность исчи- 
слимо еколь угодно многихъ изыЪФрешй можеть быть 
такимъ же образомъ сопряжена съ прямой лищей, 
. Сь перваго взгляда кажется, что тёмъ самымъ те- 
ряеть свое обосноваше одно изъ существеннфйшихь 
нашихъ представлен: пониман!е многообраяя в из-- 
мЪренй какъ поняшя, характеризуемаго числомъ ». 
Но этого нЪть, коль скоро мы ограничимся обра- 
тимо-однозначными непрерывными сопряжены- 
мн 3). 

Отображен е канторовскаго квадрата на прямую 
лин не обладаеть непрерывностью. т. е, „пепоефед- 
ственно прилежанця“ точки его перестають быть тако- 
выми, будучи расположены на прямой, и это правиль- 
по вообще для одно-однозначнаго отнесешя другъь къ 
другу многообразй различныхь изиЗреши. Поэтому 
возникаетъ задача показать, кавя геометрическя ха- 
фактерныя черты миогообразмя соединены съ этимъ 
непрерывнымь однозначно-обратнымъ отображенемъ. 
Только благодаря теори комплексовъ Ата! у518 5113 
получаеть такимъ образомъ собственно  математи- 
ческое развие. А. Шенфлисъ **) недавно система- 
тически обработалъ фундаментальные результаты, до- 
бытые этимъ путемь въ течене послфднихь лЪть; 
рЬчь идеть о тёхъ свойствахь коиплекса, которыя 
вохраняются относительно только-что указаннаго отобра- 
женя, т. е инварТантны. 

Но правильна также и обралная теорема: Непре- 


ме 


рывное отображен е многомфрной непрерывности на 
линейную никогда не обратимо-однозначно""). 
Отображене этого рода впервые даль Пеано, арие- 
метически показавъ, что непрерывная кривая лин, 
которая изображена черезь 


в=2@), у 
о < 1 


и, елфдовательно, однозначно сопряжена съ точками” 
прямой О — 1, можетъ пройги черезъ всф точки квадра- 
та, сторона котораго равна единиц, но съ каждой 
изъ нихь она должна встрётиться не одинъ, а два 
или нфеколько разъ °). 

Это, естоственно, послужило поводомь къ болве 
точному ограничеппо понятя кризой. Пригоднымь для 
этого частнымъ олучаемъ является поняе е кривой 
Зог4ап’а, т. в. образоване 

2=2Д, у= 8, 
которое не только посредетвомь непрерывныхъ функ- 
щй У, з сопряжено съ линейной непрерывность 

Е, `В, 
но и обратимо однозначно отображено ва нее, такъ 
что уравненя 

=, 0 = 

въ области перемфиннаго # имфють только рёшеше 
+ = и никакого другого. Эта крявая незамкнута; если 


хотятъ разоматривать замкиутыя кривыя, то можно 
ихъ однозначно обратимо отнести къ точкамъ окруж- 


ноет. 


Х=оЬ у=я, 
присовокупляя услов!е, что & проходитъ черезъ зиз- 
чешя О—2= и чю вмфетЪ съ тВмЪ, т сохранени 
везхь прочихь предложенй, 
Ка = (@*), ч() = 2"), 
никогда не имфегъ многократной точ- 


ее Е 


ки, и ТВыЪ самымъ исключена, напр., мнимая -парадок- 
сальность кривой Пеано. И воть фундаментальная 
теорема гласить, что такого рода замкнутая кривая, ко- 
торую проетоты ради можно мыелить лежащей пфли- 
комъ въ области конечнаго, постоянно раздёляеть 
плоскость па конечную внутреннюю и безконечную 
внЪшиюю области, общей трыичея хоторыхь и явля- 
етея эта кривая *"). 

Разъ эти нонятя совершенно выяснены, то при раз- 
смотрыШи одномфрныхъ комплексовь точекъ доста- 
точно разематривать ихъ лежащими на прямой лини, 
скажемъ, 0—1, Такой комплекеъ можеть содержать, 
конечное количество точекъ; каждая точка тогда изо-. 
лирована. Но есля онъ содержить безконечное ко- 
личество точекъ, то должна существовать по крайней 
мБрв одна точка, вблизи которой паходитея 6ез- 
численное множество точекъ комплекса, такъ назы- 
ваемая точка накоплен!я или пограничная точка. 
Сама эта точка можеть и пе принадлежать къ ком- 
плексу; если она относится къ комплексу, то ‚посяЪднй 
называется замкиутымъ относительно этого мфета; 
комплекеъ называется вообще замкнуты мъ, если каждая 
изъ его точекь накоплешя входить въ его составъ; 
наконець, комплексь пазывается совершенлыхт, 
если веф его точки суть вмЪстЪ съ т5мъ пограничныя 
точки **). Такъ получастея слЪдующее опредфлеше 
линейной непрерывцоети; точки на прямой 0,1 образують 
линейную непрерывность, если оп образують связ- 
ный совершенный коуплексь, т, е, если комплексъ 
не распадается зъЪ свою очередь на части, ие имбющь 
другь съ другомъ общихъ точекъ. 

Отсюда порсходлть къ нопрерывносеи двуль изыЪ- 
реши, перенося вышеизложениыя понят}я въ ближайшую 
высшую область, но при этомъ обнаруживаются даль- 
нЪйпёя трудиости, когда хотять общимъ образомъ 
принять во внимаше обводь области двухъ измВрени. 

Ясно, конечно, что эти логячесвя образован!я суще- 
ственло видоизмняють наши представления о сущноети 
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функц. До сихъ леръ представляли себЪ содержане 
уравнен!я у=/ (2) такъ, что къ каждому я внутри 
линейной непрерывности «— относится у; но теперь г - 
можеть означать также извЪстный, надлежащимь об- 
разомъ опредфленный комплексъ точекъ. Каковн воз- 
никаюпце при этомъ новые вопросы, показываетъ -уже 
давно известное ноложеше, что непрерывная функщя 
зполнв опредзлена, если извфстны ея значешя для 
повсюду одинаково плотнаго исчислимаго комплекса 
(напр, для совокупноети рацюнальныхь или Также и 
алгебраическихь чивель внутри соотв тотвующаго 
интервала). Но эти представлешя становятся неизбЪж- 
ными, если хотять изолёдовать поняте риманнов- 
екаго интеграла во всей его полнотЪ, и если функия 
принисываютея извЪетныя. особенности въ точкахъ 
опредвленняго комплекса, *°). Мы должны алФеь, однако, 
отказаться оть дальнфйшаго раземотрёщя этихь во- 
просовъ, которые въ частности каевются выражешя 
пруизвольныхь функши черезъ тригонометричеене и 
иные ряды и свойствь аналитическихь функщй 1} 
зъ ихъ особенныхъ мФетахъ. 

Намъ остается еще разсмотрЪть, какое влтяп!е 
развице чистой математики оказало на области ея при- 
ложен(я. Ограничихся злфеь, впрочемъ, одной только 
теометруей, потому что въ механик основныя 
ноняйя нокын ещо недостаточно выяснены. До тЪхъ 
поръ, пока другъь другу противопоставляются совер- 
щенно протяворфчивыя возарЪШя, пока въ мехапикЪ 
существующее внЪ насъ абсолютное пространетво п 
абсолютное время является но мнёуо однихъ необхо- 
дамыыь постулатомь “"), межиу тЪшь нанъ друге 
разсматривають эти предетовлешя какъ внутренне про’ 
тиворёчивыя и недопустимыя фикци, до тЬхь поръ 
здЖсь, какъ намъ кажется, неумфетно подробнЪе `вда- 
заться въ эти вопросы. Относительно же’ геометри 
работы ХПХ столъия вполиф выяенили важнЪйие 
спорные вопросы. 

Прежде всего сл$дуеть отм$тить, что яеность поня- 
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тия числа значительно превосходить то, что мы назы- 
ваемъ геометрическинь возарфн1емъ, даже тогда, 
когда мы говоримъ не о непосредетвенномь чувотвен- 
номъ воспрятии, а объ идеальныхь наглядныхъ пред- 
ставлещяхъ, которыя, по нашему инфвю, пожалуй 
вмЪются въ насъ отноеительно проетвйщихь образо- 
ван!Й: точки, лини, поверхности, тфла. Къ точкамь 
прямой мы, согласно аксюмв Кантора, прурочя- 
заемъ однозначно обратимо значешя вещественныхь 
чисель; но наше воззрЪще оказывается безсильнымъ, 
когда мы между каждыми двумя сколь-угодно близко 
лежащими рацюнальными точками прямой должны 
себф представить опять безграничное множество но- 
выхъ рашональныхь точекь; оно совершенно отказы. 
вается служить намъ, когда мы вынуждены между 
этими рашональными точками вставить еще безчис- 
ленное множество  иррашональныхь. Точно также 
совершенно невозможно представить себЪ видъ кривой, 
которая въ одной единетвенной точкЪ обнаруживаеть 
устранимый разрывъ непрерывности, между тВмЪ какъ 
мы, конечно, ножемъ создать графическое изображеше то- 
го, что одной точкЪ оси э-овъ соотвфтетвують дв точки 
кривой, принадлежаиця различныхъ ея вЪтвямъ. Нате 
возар» не здфоь не только не точно, какъ принято было 
зыражаться, но оно вообще не въ состоянги 
елЪдовать за понят1емъ числа. Но такъ какь 
зкеюма иепрерывности какь бы обязываетъь насъ 
къ этому, 10 неудивительно, если мн приходииъ къ 
высказыван1ямтъ, которыя хотя непосрел- 
ственно и не противор чатъ нашему воз 
эрън:ю, но вое же лежать за предълими его 
Воззръше, руководимое процессомъ движещя, который 
уже древнимъ казался загадочнымъ, показываетт, намъ, 
повидимому, что всякая кривая лия должна имЪть 
каправлеше, касательную, служащую ея продолжешемъ; 
во анализъ вещественныхъ функц говорить намъ, что 
это отнюдь не должно имфть мфето во возхь точкахъ 
кривой лиши, и что даже существують непрерывные 
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кривыя, которыя нигдВ не ‘имфють касательной 10), 
Чисто геометрические вопросы, напр., система окруз 
ностей, поетоянно отражающихея другь въ друг, съ 
такимь успЪхомъ разработанная Клейномьъ 18) въ 
теор!и автоморфяыхь функщЙ, чрезвычайно ясно гово- 
рять п суттеетвоваяй” пбразаван. которыя, будучи 
зполи% опредлепы ариеметически, все-таки совершенно 
недоступны воззрён1о; дальнфйне примЪры въ любомъ 
количеств даеть теор!я комплексовъ, Мы вынуждены 
поэтому признать, что воззр5н и поняе вообще не 
могуть замЗиять друтЪ друга, хотя возр не и играеть 
существенную роль при образовати и оживлени по- 
нятй. 

Веб эти размышлешя оказали чрезвычайное влЯн!е 
не только ка форму методовь доказательства, изъ ко- 
торыхь пришлось удалить вс моменты, сводящиеся къ 
воззрънио, —они повщяли и ца самыя основы геомет- 
рти. Геометрия Эвклида съ древнихъ временъ вызы- 
вала величайшее уднвлеше своей логической строгостью, 
Если принять ея аксюмы и постулаты. то, казалось, 
необходимо нужно было ирййти ко всБиъ дальнёйшимъ 
теоремамъ. 'БолЪе точное изелБдовазце показало, однако, 
что нёкоторыя предносылки не содержатся въ самихь 
акоомахъ, а заимствуются изь такъ пазывасмаго 
непосредственнаго воззрёня !%), наир., предетавлене 
движения, сколь угодно отдаленныхь частей проетран- 
ства, высказывашя, которыя мы теперь пазываемъ 
аксомами распеложеня, а также высказывашя о ра- 
венствЪ объемовъ и площадей фигуръ. Эти возраженя 
отчасти быми извЗстны уже и въ древности. Но критика, 
всегда главныме образомъ направлялась противъ пра- 
вильности одиннадцатой, по теперешиему счету иятой 
экеюмы, которая въ нфеколько измЬнениой форм выска- 
зываеть основное положене, что къ данной прямой 
черезъ данную точку можно провести только одну 
параллельную прямую. 

Неоднократно пытались '°*) доказать, что это поло- 
жене вытекаетъ изъ остальныхъ акоюмъ и опреджленй, 
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но безрезультатно. Наконець, Лобачевоый въ 1829 г. 
первый-посл® того какъ Гауссъ еще въ 1792`г. 108} 
пришелъ къ этому результату, но высказываль его только 
въ письмах къ близкимъ друзьямъ показалъ, что эта, 
акеюма не есть олЗдетве остальныхъ, и что можно по- 
строить езободную отъ противор? В геометрио ивъ томъ 
случа, если выфсто звклидовекой акеомы параллель- 
ноети ввестя предположение, что черезъ всякую точку 
въ плоскости, содержащей прямую, могуть быть про- 
зеденн двЪ собетвеино параллельныя прямыя къ этой 
прямой, въ то время какь существуеть еще безконеч- 
ное множество прямыхъ, вообще ее не переефкающихъ. 

РиманнЪъ вь своей дисеертащи обратилъ внимане 
на т09, что если отказаться отъ представленя о 06ез- 
конечной протяженности пространства и принять, что 
оно только неограниченно или безпредЪфльно продолжимо, 
то существуеть еще вторая геометруя, въ которой черезъ, 
точку вообще нельзя провести параллели къ такой 
прямой 1%}. 

Этя геометрии, поскольку онф относятся къ много- 
образямъ двухъ измёрен!, можно изобразить натляд- 
но 198), хотя бы только отчаети, если для геометрии Ло бз- 
чевскаго взять псердо-сферическую поверхность 
Бельтранми, а для геометри Риманна_таръ. Для 
построен й же трехъ измфбренй, налротивъ. удобне 
будеть воспользоваться методомь Клейна, который 
самымь общимъ образомъ вывелъ эти различныя гео- 
метр на основати проективнаго м$роопредЪфленйя 11°). 

Со времени фундаментальной работы Риманна 
эти три геометрии, Эвклида, Лобачевскато и 
Риманна-Клойна, цли параболическия, ки- 
перболическая иэллинтическая гоометрия свя- 
заны со значешемт извЪфостнаго числа, которое соотв®т- 
ственно равно, больше или меньше нуля и которое уже 
Гауссь "'°} назваль ифрой кривизны простран- 
ства. При большомъ значени этой. кривизны резуль- 
таты эллиптической и гиперболической геометрии, 
конечно, существенно отличаются отъ тфхъ, которые 
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даетъ авклидова геомегр!я, гдз кривизна равна нулю; 
но эта разница будеть тмъ меныие, чёмъ меныше эта 
положительная или отрицательная постоянная отлична 
оть нуля. Другими словами это значить: Невозможно 
вообще разр № шить, какая изъ трехъ геометрий н е- 
обходимо должна, быть положена въ основане нашихъ 
разсужден!й; онф веВ три одинаково пригодны, если 
рёчь идеть о непротиворфчивомь изображении геоме- 
трическихъ отношенй и если предположить, что выска- 
зывашя о м8роотношеняхь, т. е. о соотношетяхъ 
между ралстоянмми и углами и т. д. дёлаются только 
для не очень отдаленныхъ частей пространства, вообще 
единственно доступныхь нашему возарЪНю, и раз 
сматриваются какъ равнозначуиця, когда они по евоимъ 
числовымъ значетямъ достаточно мало отличаются 
другъоть друга. Въ эвклидовомъ треугольник, напр., 
сумма угловъ точно равна двумъ прямымъ, эллипти- 
чей же и гиперболическй треугольники инфють 
соотв тетвенно нЗеколько большую и меньшую, вообще 
перемённую сумму угловъ; въ эвклидовой геометри 
имвютея подобныя фигуры въ строгомъ смыел® слова, 
пъ то время какъ въ обвихъ другихъ геометрияхъ, по- 
скольку мъра кривизны не очень многимъ отличается 
оть нуля, могуть быть только приближенно иодоб- 
ныя фигуры. Только принципь экономи мышленя 
заставляеть насъ предпочесть эвклидову геометрию '!1) 
какь прост8йтую. И если мы-—& при пряняйя 
эвклидовой геометр1и мы тоже должны это ‘сдЪлать— 
позволяемь себ созданное въ набъ такимъ образомъ 
теометрическое возар%не перенести на сужден!е о такъ 


бы оба ОО №. 16 
сыт рооприпитомт, проотрапотьЪ, те 


нуждены согласитьея и съ утверждещемъ, что матема- 
тнка учить о возможности физическихь пространствт, 
отличныхъ оть эвклидова проетранства, но не мо- 
жеть и не хочеть даль средствъ для рьшешя вопроса, 
присуще ли которому-нибудь иаъ этихъ пространствъ 
то, что наивное представлен!е понимаеть подъ дВйстви- 
тельностью 1); каждое изъ этихь пространствъ, сл\Ъ- 
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довательно, можеть быть съ одинаковыкь правомъ 
разематриваемо кажъ ‘достаточно совершенная картина 
этой послдней 113). 


Намъ осталось отвфтить еще на одно возражене. 
Откуда пройстекаеть убёждене въ непротиворВ чи- 
вости этихъ причудливыхъ проогранствт, въ которымь 
можно присоединить даже еще друя Ръ томъ же род? 
Мы основываемь его прежде воего на томъ факт, что 
каждому положеню эвклидовой геометрии соотвЪт- 
ствуеть аналогичное положеше въ обфихъ другихъ гео- 
жетрияхъ, которое непротивор®чиво, если оно дЪйстви- 
тельно въ эвклидовомъ пространств», и обратно. 
Итакъ, либо всякая изъ этихъ геометрй приводить къ 
противорЪямъ, либо ни одна изъ нихъ. Но эвклидова, 
геометр]я не заключаеть въ себ» противорЪч, потому 
что благодаря аналитической гГеометри мы можемъ 
привести съ ней въ соотвётетые чисто умопоетигаемое 
царство чиселъ такимь образомт, что каждое положе- 
е эвклидовой геометрии находить свое обосноване 
зъ чисто ариеметическомь положеши. Но тёмЪ самымъ 
доказана непротивор®чивость не-эвклидовой геометри, 
если только непротиворфчивы аривметичесвя поло- 
женя 1*4). 

Все это, однако, только первые зачатки значительно 
бол%е глубокихъ изолдован, начало которымъ поло- 
жили изыская итальянскихъ математиков, Пеано 
и его колы, равно какъ знаменитыя „Основы геометрии“ 
Тильберта. Сомизше въ празяльноети эвклядовой 
акоюомы параллельныхь есть только случайное начало, 


ччссцимт, разьитоыь, мы, очевидно 


а 
должны поставить вопросъ такъ: каковы необходимые 
постулаты воззрфнтя, на которыхъ вообще можеть быть 
построена непротиворфчивая полная геометр!я? Подь 
необходимыми постулатами мы понимземъ при ‘этомъ 
таке, которые но себ достаточны для отвЪта на воЪ 
вопросы. каюе мы хотимъ поставить, и которые вмЪет$ 
съ тёмъ оказываются неизависимым другъ отъ друга, 
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т. е. не могуть быть приведены къ еще меньшему 
количеству постулатовъ. 

Мы не можемъ здфсь вдаваться въ остроумныя из- 
слёдозавя названныхь математиковъ; отытижъ только 
принцить, который съ блестящимь уснфхомъ былъ 
примфненъ къ отысканио отвФта ина эти логические 
зопровы: Чтобы доказать, что постулать 4 не зависить 
оть ряда другихъ постулатовь 4:,0,... 4» нужно 
доказать существоваше многообраыя, въ коюромъ 
удовлетворены всф постулаты 41,4... 49», за исвлюче- 
немъ единственно постулата 9. 

Такимъ путемъ удалось развить цфлый рядъ но- 
зыхъ, подчасъ довольно причудливыхъ геометрий, смотря 
по тому, который изъ кажущихся существеннымь для 
нашего представлен1я постулатовъ опускался, & вифеть 
съ тВыъ удалось выяснить основаня каждой изъ5тихъь, 

. геометрЁй, 

И воть возникаетъ, наконецъ, еще одинъ фундамен- 
тальный вопросъ. доединимы ли исами ариеме- 
тическ:я правила или постулаты непро- 
тиворЁ чиво между собой, независимы ли 
они другъ оть друга также и формально? 
Не представляется ли возможнымъ, что здфсь котда- 
нибудь начнется процессь пересмотра, аналогячный 
тому, какой имфлъ место, какъ мы видфли, по отно- 
шеню къ поетулетамъ геометри? Надлежнть, елфдо- ` 
зательно, превратить высказывашя ариометики въ такуя, 
которыя вполн® адэкватны чисто логическимъ формамъ 
умозаключеня. Коли это исполнено, 10 мы подымаемея 
къ нанболфе общему пониманто сущности математик 


логина, 


т. е. логика, пользующаяся числовыми знаками—вЪ 
самомъ широкомъ ихъ смыелВ 15), 

Но въ такомь случа®скажуть намъ математика 
етановнтся вЪдь невфроятной тавтологей! Если все 
основано на учени о числахъ, т. е, на названныхъ посту- 
латеми законахь сочеташя чиселъ, то выдаюцийся по 
своему развитю умъ вЪдь долженъ быть въ состояни 


+ 
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оразу обозрфть вс№ конечные выводы. Истиннаго позна- 
я, т. в непрерывно растущаго царства 
истинЪ въ этомъ случаЪ собетвенно вообще не су- 
ществуетъ, ибо все содержалось бы уже въ логиче- 
<комъь развити аксюмъ, подобно тому, какъ наивное 
предотавлеше производить изъ одного свмени, безь 
участия внъшнихь элемевтовъ, ифлый мръ живыхь 
организмовъ. 

Этотъ вопросъ на самомъ дЪлЪ неоднократно уже 
ставился и раврьшалея самымъ разнообразнымъ обра- 
зомъ 116). Согласно Пуанкаре ''"), на этоть вонрось 
непрем®нно пришлось бы дать утвердительный отвть, 
эсли бы математическому умозаключейю самому не 
была присуща творческая сила вслЪдотвйе заключеня 
отъ я кБ я-{- 1. Это поелфднее состоитъ, какъ извЪстно, 
въ слвдующемъ положен '*): 

Если какое-нибудь утверждеве оказывается пра- 
зильвымъ для случая в--1, коль скоро мы допуетимъ 
его правильность дин случая и, и если оно правильно дян 
какого-нибудь случая ж, то оно правильно также для 
вефхь дальнфйшихъ случаевъ ж-- 1, ж--29,....Пуан- 
каре утверждаеть, что этоть методь такъ называемой 
полной индукцти, въ которомъ онъ усматриваеть 
синтетаческое апрюрное суждене въ смыслз Канта, 
‹оединяеть въ одной единой формул безконечное 
‘множество силлогиамовъ, и что безъ него невозможно 
прийти къ общимъ положешямъ. 

Трудно, конечно, согласиться съ такимь ваглядомъ. 
Ибо мы не видимъ, какямъ образомь примфнене этого 
пачала можеть наеъ когда-нибудь призести къ акту- 


азно: бонбонезевых 
нло бознонениыуя 


тЪыт Паше Пудинаро 
зы пани У онНыр О 


самъ подчеркиваетъ, что только одно начало противо- 
ТБчя уже позволило бы намъ доказать справедяйвость 
какого-нибудь положення для „сколь угодно многихъ“ 
случаевъ; въ противоположность этому принцить 
полной индукщи не останавливается, по его мафию, 
и нпередъ безконечностью. Но, пожалуй, это сводится 
лить къ бнору о словахъ; объяснешя того, почему ма- 
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чематика благодвря указанному методу возвышаетея 
надь тЪмъ, что онъ самъ называеть неввроятной тав- 
толоей, Пуанкаре во всякомъ случаЪ не даль. 

Къ совершенно противоположному взгляду прихо- 
дитъ другое понимание !"*}. Опредёленную совокупность 
незыблемыхь аксюмъ можно, пожалуй, сравнить съ 
мебелью, которою можно самымъ разлячныхь образомъ 
обставить комнаты для самыхъ разнообразныхь надоб- 
ностей. Всякое новое расположен! зависить тогда только 
отъ принциновъ комбинаторики. Даже въ томъ случа%, 
когда дьло идеть о незязчительном», быть можеть, коли- 
чествЪ аксюмъ, резульгатомъ этой продолжительной ком- 
Финаторикя можеть явиться неограниченный рядь 
утвержден, но весь процессь въ концф концовъ осно- 
ванъ нё немногихь общихь фориальныхъ принцапахъ, 
за началахь аналоги, обрезовашя грутить, экономи, 
художественнаго взгляда, вкуса, — дВйствительно но- 
выхъ познай не получается, и вся наука сводитоя къ 
трандозной шахматной игрЪ, которая ео своими оезчис- 
енными парИями, со своими постоянно внозь возникаю- 
щими погическими задачами въ состоящи дать на- 
дежное руководство для сужденя во яейхъ возможныхь 
хогическихь обстоятельствахъ. 

МнЪ кажется, что оба эти возарВн!я не согласуются 
хотя бы даже только съ фактами историческаго развитя 
математики. Что прим неше правилъ формальной ариь- 
нетики, къ какимъ бы красивымь тождествамъ оно ни 
приводяло, а также нфкоторыя иныя Части математики, 
дЪйствительно, дають только формальное раеширене 
натихъ знанЙ въ только что описанномъ емыелЪ, этого 


рые ве ирЕЕодиаово МО: Пинотлачени вуроеНи 
однихЪ тождествь или аналойй не разоматривалоеь 
какъ истинный элементъ прогресса, если он не слу- 
жили для какой-нибудь опредфлевной цвли. 

ели же мы посмотримъ, чфмъ собетвенно вызы. 
вается дальн№йшее развит!е математики, то мы встр\ 
“тамся съ совершенно другими дзижущими силами 15°). 

Математика египтянъ въ соотвётетыи съ узкимъ 
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зругозоромъ этого народа отв$чала еще тевденщи, на- 
правленной исключительно на извфетныя практичесяя 
познания, Но уже ереди грековъ проявляется геометриче- 
ское дароване, которое сначала не основывается на арив- 
метикв, а стремится логически формулировать факты 
знутренняго иространственнаго воззрёня. У нихь воз— 
никають уже глубокомысленныя представленшя ученя 
о величинахтъ, непрерывности, иррадюнальнато, пре- 
дла, пожалуй, также и смутное понимане поняйя 
функции; но ихъ мудрость не была въ состоян!и постя- 
тнуть эти концешии чисто ариехетически. Лишь посл, 
того, какъ изучене природы при помои наблюдея и 
эксперимента чрезвычайно расширило область нашего 
опыта и возаръня, возникають новыя идеи и мысли, ко- 
торыя потребовали углублешя смутно предетавля- 
витихся древнимъ концепт. Благодаря представлен яму» 
получаемымь изъ геометр!и и механики, удается при- 
думаль математический языкъ, языкь Ньютона и 
Лейбница, который по крайней мзрЪ до извъетной 
степени раскрызаеть для математики загадки анализа. 
безконечныхь. Цослытались, правда, жалобы, что съ 
этимъ новымъ поворотомъ утратилаеь строгость древ- 
нихь; мы попытались показать, что эти возраженя 
теперь окончательно опровергнуты. Въ этомъ обзор 
прошлаго математики передъ нами раскрываются 
силы, оть которыхъ дфйствительно зави- 
витъ прогрессъ науки. Одно лишь употребленге 
аксюмъ походило бы на пресловутую логическую ма- 
шину Стэнли-Джэвонса и приводило бы только. 
КЪ созданию болфе или менфе искусной игры комбиио- 
торини. Испрорывный ростъ науки **), при когоромь 
водержан!е ея становится все боле и болфе богатымъ, 
основать на способности челов ческаго ду. 
ха пруобр$ётать все новый опытъ, извле- 
кать изъ него общ:я воззр%и!я и эти по- 
сл дн1я въ свою очередь превращать въ. 
чисто математическ1я понях|я, т, е, подчи- 
нять ихъ понят!ю числа. 
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РазвЪ можно было бы дойти до поняйя ирра- 
цтональныхъ чиселъ безъ представленя ненрерыв- 
ности или усвоить поняте преджла безъ представле- 
ия движешя! Поняйе перемЪннаго числа и 
функцЕ и тоже возникаеть лишь тогда, когда поня- 
те причинности разсматризается какъ руковоля- 
пий принципъ для попиманя вебхъ явленй природы. 
Въ новЪйшее время на нашихт глазахъ создалось 
учен{е о комплексахъ, которое своимъ возникно- 
вешемъ, очевидно, обязано пространственному воззрь- 
нно, но принцишальное свое обоенован!е иметь въ 
царств чистыхь чиселъ. А кто знаеть, быть можеть 
въ будущемъ новыя воззрёвя опять послужать толч- 
комъ къ новымъ погичеекимъ образованямъ, которыя 
дадуть возможность простёйшимъ образомъ преодолЪть 
многоннеленныя трудности, присущйя еще современ- 
ному состоявю науки? 

ЗВозарёше, извЪзетный даръ предвидЪЕя нашей 
творческой фантазги, который можно сравнать съ под- 
линно-художественнымь творчествомь, СЪ лигь, ©ъ 
поэтикой 1), всогда въ конечпомъ счетВ образуеть 
тотЪ зародыш, изъ котораго выростають всВ велише 
успЪхи математики, между тЪмъ какъ превращене 
яхъь въ ариемегическую илн числовую символику 
составляеть предметь чистой науки. 

Вотъ въ этомь мы усматриваемъ объективное, т, ©. 
пепреходящее значене чистой математики, которое 
присуще ей, несмотря на ся внЪшиюю отчужденноеть 
оть мра. Мы неоднократное указывали на то, что 
стремлене къ познанию процессовь природы породило 
развие математнки, Ись этого, пожалуй, можио закаю- 
чить, что по нашему мнфво математяка лишь 
постольку иизетъ общую цённость по- 
скольку она остается полезной этимъ цЪ- 
ляимъ. Такой взглядъ былъ дЪйсгвительно распростра- 
ненъ въ ХУШ ст, и это значене математики во вся- 
комъ случа отнюдь не приходится преуменьшаль. Но 
прямо противоположное убфжден?е въ совершенно 
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особой цниности чисто логическаго умо- 
зр&н!{я, стоящаго выше всякаго матер!альнаго успфха, 
одушевляло уже грековъ болфе чёмтъ 2000 лФтъ тому 
назадъ. Они создали геометрию, настолько абстрактную, 
что она только свыв по себ, какъ свободное порожде- 
не челавческаго духа могла имВть цённость, которую 
никогда не отрицали 38 ней даже въ див эпохи раз- 
рушешя и войнъ. Во время осады своего родного горо- 
да Сиракузъ старикъ Архимедъ примёняеть свои 
знашя для защиты города; но выше самой жизни ц- 
нить онъ развит{е зачатковъ тёхъ изелёдовашй, кото- 
рыя лишь въ новЪйшее время приняли форму анализа 
безконечныхь. Заслугой ХГХ вфка является то, что 
онъ вновь возстановиль въ полной мфрЪ убёжде- 
ше въ абоолютной ифиности выешей разумной дфятель- 
ности 1), убфждеше, которое вплоть до арабской эпо- 
хи раецвфта никогда не было окоичательно утрачено 
человёчествомъ, 

Въ заключеше да будеть мнВ нозволено коснуться 
зъ немногихъ словахъ тхъ выводовъ, каюе слдують 
изъ всЪхъ иредшествовавшихь разсужденШ относи- 
тельно вопросовь преподаван|я математики, 
особенно въ нашихь ереднихъ школахъ. 

Если общее образованйе, какъ выразился 
одинЪ изъ нашихъ даровитЬйвихь невыхъ педагоговъ, 
Б. Швальбе, есть способность понимать все 
наше культурное развитГе, то ясно, что эта 
цфль не можетъ быть достигиута безъ математическихь 
познанй. Но въ такомь случаВ представляется 
умфетнымь хотя бы въ высшихь классахь нашихь 
среднихь школ подготовлять юношество, поскольку 
оно предназналено въ будущемь содфйствоваль этому 
развитию, кь боле общему пониманйю того, что ©0б- 
ственно является предметомъ математики, и что мате- 
матика можеть дать. 

Само с0б0ю разумфется, что при этомъ и рёчи быть ке 
можеть о подчеркивани тёхъ трудностей, на когорыхъ 
намъ преимущественно припьзось останавливаться въ 
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предшествовавшемъ изложенйи, хотя и въ совершенно 
популярной форм; это явилось бы, конечно, полной 
келфпостью. Но если ученикь достаточно уже развить 
благодаря духовной гимнастикЪ, какою является мате- 
матическое преподаване въ его съ давнихь поръ уста. 
новившихся основныхъ чертахъ, то ему не трудно бу- 
деть усвоить также и принципы, лежамще въ основ 
началъь иосчисленшя безконечныхь, поскольку будуть 
ограничивалься существеннымъ и сумвють соблюдать 
должную середину между воззрён}емъ и 
абетракщей, НонятЁе координатьъ, которое 
образуеть неизыённую схему для нагляднаго изобра- 
жешя воёхъ процессовъ и находить инотосторокнее и 
интересное примБнен! во вофхъ областях» повседнев- 
ной жизни, въ медицииз, физической географии, поли» 
тичеекой экономи, статистикЪ; страховомъ дЪлЪ и въ 
технических наукахЪ; н ервые элементы исчи- 
слен1я безконечныхь въ связи съ ихъ 
леторическимъ развит1емъ; развише понямя 
функц!и и пред ла иаъ элементовъ ученя о кри- 
зыхъ лин! яхт,-——все это суть вещи, беаъ которыхъ 
въ настоящее время нельзя получить ни малЪфйшаго 
представлещя о явлешяхъ природы; знаше же ихъ 
сразу сообщаеть намъ какъ бы чудодЬйственную епо- 
собность достигнуть понимая, съ которымьъ врядъ ли 
какое-нибудь другое можеть сравниться по глубин® в 
широт и прежде всего но надежности. Вдумчи- 
вые педагоги уз®ряють на основани собственнаго 
опыта 1), что эти основныя понятЁя при ифлесообраз- 
номъ изложени часто предетавляють для учащихея 
ыЕнЕ пруНаос НЫЕ 52 аБыоторыЕО ОтНООНЕ 
значительно болЪе абстрактные методы древнихъ, ко- 
торые въ скрытой, а подчасъ и искаженной форм% все 
еще лежать въ основВ нашего элементарнаго препо- 
даваня, и истинное понимане которыхъ доступно нивть 
тлубокомыслию ученаго. 

Предложеня и проекты реформы матеиати- 
ческаго преподаван!я въ этомъ направлеши 
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поэтому уже неоднократно ставились на обоуждене. 
Таже физюлоги, какъ Г. Тельмгодьцъ, А. Фикъ 
иБернщтейньъ !?), и химики, какъ А. фонъ-Бейерт, 
Л. Германъ, неоднократно указывали на то, что 
расширее школьнаго преподаваня именно въ этомъ 
направлешщи принесло бы чрезвычайную пользу изу- 
чающимь медицину и вообще вефыъ тВиъ, кому 
надлежало бы обладать пониманюмъ движущихь силъ 
наттего современнаго развиты. Въ новфйшее-вреня эти 
толоеа раздаются все гроиче и громче; на съфацахь 
ифмецкихь естествоиспытателей и врачей 
зопроеъ этоть за поелздые годы всегда выдвигалея. 
Въ частности, нфмецюй Союзъ математиковъ, насчиты- 
заюний въ настоящее время свыше 700 членовь, вы- 
работалъ по инищшатив Клейна программу цзлесо- 
образнаго и осторожизго расширеня математическаго 
преподавашя 1), Мы имфемъ здфеь дфло не съ идеей, 
3& которую здругь ухватились съ чрезмёрнымъ рвешемъ, 
ине съ результаломъ слишкомъ высокой оцнки значеня 
математики, а съ глубокой потребностью ваего наптето 
народа, который только на этомъ пути суметь и въ 
будущемъ еъ честью выйти изъ соревнован!я съ дру- 
тими нащями, въ этомъ отношени отчасти уже опере- 
дившими насъ. 

Кто однажды проникся этимъ сознашемъ, тоть 
пробрётеть также увёренность въ томъ, что начавшее- 
ся въ этомъ направления движеше уже не заглох- 
нетъ, что соединенными усимями вобхъ тЪхь, ив 
хомъ лежить забота. о воспитани подростающаго поко- 
лЬшы, удаетоя найти надлежещйй видъ современной 
реформы математическаго преподаваня, реформы, оть 
которой одннаково выиграютъ учапце и учаицеся. Ибо 
всяк преподаватель, какое бы положенше онъ ни зани- 
маль, лищь тогда находить истинное удовлетворене въ 
своей професашм, когда онъ убфжденъ, что знакомить 
своихъ учениковь съ элементами духовнаго ма, кото- 
рые воистину ПфННы и непреходящи для всей ихъ 
дальнфйшей жизни. Это убъждеше заставить его все 
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вновь’ углубляться въ теоретико-познавательныя основы 
математики и видёть главную свою задачу въ соблюдени 
‘педагогической середины между требованями соб- 
етвенно математической строгости и уровнемъ понима- 
я учениковъ. 


Обратимся, однако, посл Ъ этого отстуилешя опять къ 
нашей темф, къ наукЪ о числЪ, Математика все еще 
есть наука, которая—какъ около 4000 лётЪ т. н. выра- 
зился авторъ палируеа Ринда— вводить въ. тайня 
воЪхъ сокровенныхь вещей !"), и такимъ образомь 
явияется самымъ блестящимъ свядьтельствомъ ©10с06- 
ности челов ческаго духа проникать своими собственны- 
ми усилями яъ царство исключающей велыя сомнвя 
истины. Въ выешемъ свВтЪ продотавляетея намъ те- 
перь учене пизагорейцевъ, которые по своему 
мистическому иаправленио усматривали въ изломъ 
чиелВ господствующую гармоншю и подлинную суш- 
поетр рощей. „Духовиал работа“, говорить А. фопт, 
Тумбольдтт 12), „является во веемь  своемъ 
зозвышениомь величи тамъ, гдф она, не нуждаясь во 
знЪшнихт матеральныхь средствахъ, получаеть свой 
блескъ исключительно изъ того, что исходить изъ 
эра математических мыслей. Неотразимое очароваше, 
зосхищавшее вееь античный мфъ, присуще возарёно 
математических истинъ, вЪчныхь отношенй времени 
и пространства, какъ они раскрываются вЪ тонахъ, 
числахь и лишяхъ“. А еще болфе велик, чВмъ Гум- 
больдть, Гауссъ выразиль евон глубочайция иысли 
въ изрЪчении: 6 4:0; ам@улийю 17°). Это значить, что 
частиия божественной суптности заключена въ чиелЪ: 
способность постигнуть эту ея сторону есть нанвые- 
ний даръ, присущ!й человфческому разуму. Знаше 
математика тоже несовершенио, вее вновь зозникають 
новые вопросы, на которые отвфта нётЪ и, повидимому, 
ине будетъ. Но нами руководить ня разу до сихъ 
поръ ие поколебленное убфжден!, что разумъ долженъ 
быть способенъ отвфтить ив вопросы, возникающе 
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исключительно язъ его же, или же’самимъ . создан- 
ваго царства 15°). 

По современному нашему разумно мы должны 
признать, что рёшеше великихъ вопросовъ, касаю- 
щихся происхождешя органической жизни и ея выра- 
жещй въ ошущеныхь. прелотавленяхъ и мысляхь я 
вообще возхь выражен духовной жизни, навсегда 
недоступно для нашего логичеекаго познашя: Грпога- 
из, упогабитиз, мы ихъ не понимаемъ и никогда не 
лоймемъ. Но въ математик® нЪтЬ 1упогаБипиз, въ ней 
тосподствуеть увФренность въ преодолёвающемь всь 
трудности прогрессЪ. 


ПРИМЪЧАНИЯ. 


№) Это звыбчательное ифето находится въ „Заееабото“ Гали- 
пея, Сочинены, т. 8, отр. 22, Флореншя 1890—1000 г. „Тль Ро- 
зойа & зогНЬь ш ацейо оташёненно то, све сопбивилецее <. 
зв® арефо тлазт а ВЫ оссЬЁ: (о ао Тишгтегае), тай поп 81 ро 
Поропйете, &е ребшо пов врага в бепйег в Клапь & сопозоег 
сатаМен, ног ааа 6 вомёбо, ВЕШ & вогИба п нцтиа шойемаае 
| сатавен! зово ФЧваат сексь ей акте Ивтлте тяфешасЬо* (Фило- 
софа написана въ гранщюонфИшей книтб, которая вовгдь от- 
хрыте для небхъ п каждаго (я говорю о воваенной), но не можеть 
ев понять тоть, кто раньше не научится понимать ея шыкь и 
знеки, которыми онв напиовив. Написвна хе она на матомаля- 
пеозиль апт, ишак 61 сур троурольшики, вруги м прочёк 
затематичестя фитуры). 

2) Сы. Квятъ, „Усггедо аа деп заеварнуязеВви: Апбааыви, 
ви дет Мафилявероеный, 

2} О пилой матомияитоскато пронодавазшн ва поспитацс ср. 
прекрасных заыфчаня К. Шреринга: „Иш МегоаН: аез таёве- 
шабьеВой ОбетеЪв ап бушпазнияи, Сейвонг. Ат зоб. п. 
звобдтуи, УаенеВЬ, годь 88-11, 1009, отр. 96. 

4) При теперешнемь огравиченнохь объем математическаго 
преподаташы въ школ (объяевяемомь, конечно, прежде всего 
вотораческимъ развимемъ), съ которымь отдфльные учителя ум 
ть, однако, но очитатьея и добтигають прекрасныхь резулята- 
зовъ, ЕЪть иичого удивительнаго, води мноме полвгають, что 
жатематиха нообще состоять ни въ чемь иномь, какъ въ боле 
пространномт, пожалуй, дьже палишне обстоятельномь развати 
эЁжь самыхь частей, о которыхь траклуеть опеменларное прошо- 
лаваше, 

Само по себБ рышеые геометрическихь задячь дЬйстантельно 
явтлетоя отпичнымт, оредствомъ дли разви оъ учевахахь епо- 
ообности комолнярованя и творческой фантайн; ариометика и 
алгебра пля нздлежещего евоего усвоешя требують постолькаго 
вниманЫ, что, ковочно, можно сравнить съ воспитательнымь 
плышемь древнихь языковъ; тригонометрия и отереометры лаютъ 
подготовку къ лернымь приложонымъ и волросемь физика и 
механике, Но кто до пошоль дальшо этого, тоть, смогря по ви- 
иеоеннымь изь шнолы впочалльнямъ, будоть либо того миня, 
это дёятельноеть математика соотонть #® рёшени трудныхь за” 
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дать по построёню или въ совершенелвоваши вычисленёй, либо 
того, зло отсканю возможно большаго холичества формуль есть 
съмоцьзь, а практическая ихь цфнность является уже чфиъло 
побочнымъ. Прьвильно сказаль Ф. Линдоывинт въ сроей 
академичосков антовой рёчи („Тевтеп ива огпев 1 ег Майо 
паки, Мюнхенть, 1904, отр. 15): „Кафь много людей чтать имена 
Ньютонз и Лейбинць! И квкъ мазо людей имфеть болфе 
тлубокое представлен о томъ непреходящемъ, что создано эгими 
звнями! Въ нихь ворни нашего современньго повналия, въ нить 
истинное продолжено отремлен:й вытачвой мудрости“. 

3) Мориць Евиторъ (УоНевитеей ПЪег Фовсыюао ег 
Ма“, 1.Т, 30 пад. Ловидигь 1907, т. Г ПП, 2-е изд. 1899, 1899), 
осылавеь нь Г. Масшоро (низы, соч. Т, отр. 1), относить дрео- 
вЪйш овидбтельствь изь Мессопотами жъ апохЪ по меньшей 
зЬрВ за 5000 иБть до Р. Хр. — Что вавилоноше народы обладали 
уже высоко развитыми вриометнчесними позназщями, показываеть 
ахт цифровое саполенйю, въ хоторомъ десятеричная система смф- 
вяется 80-ричной, зашь ото ирелвуеть изъ таблинт, найлениыхь 
зъ 1854 г. пра еннере; эта В0-ричнал система ло сить порь сохра- 
вилась яъ нешемь дфпонш дия и въ нашихь инотрументахь для 
взыфревя угловъ. О геомегрическихь познашяхь эгихъ наролозъ 
вр. Квиторъ, 1. стр. 46 и сд.; особенно примбчательной авдяетея 
ать сногбыа мЁръ, шоторзя обнонывалась, накь полатають, нь 
тЬхь же сымыхь привцишельныхь соображенякь, что н наша, 
зведенная только ото лФть 1. и. метрическая опстона. 


8) Бще къ боже древнему перюду относятоя, повидимому, 
папирусные фрагыевты, найленные съ 188990 г, при КагуЪ 
(ср. Канторъ, 1, отр. $9) и ныфюнйо по сохержанро миого общего 
съ пвпирусохь Риидь. Папирусь Акыими, ниписваный о 
тречевки между УТ и УП стольцемь, еше ве содержить суще- 
ственныжь усовершенстровалИЙ стиполсваго нопусстви счислени. 
Папирусь Ринда, счетная книга Ажывся (новЪйшее написано 
этого имени см. у Велльштейна, „ЕлгуНорие ег Мень 
Чана лении ак, 17, 1905, стр. 570, русск, пер. 1909 г.,стр. 818), козо- 
рую посл болье чБмъ пятилётнихь труловъ перевель и объ- 
хсниль А. Эйзенлоръ (Гейдельберг, 1877), содержить вычи- 
оленя съ четырьшя дЪйстыями наль цфпыми попожительвыкя 
полами и дробями съ чнолителемь елинина (лробь 2/3 янляетоя 
зеклюзошемт) п приложове ихъ хо решено практичесвихь задач, 
зъ частвостл, выраженныхь словами уравиешй перной степена; 
ибкоторые примфры обнаруживьютт даже знахомогво съ време. 
зическими и геометрическими рядами. Наряду съ этичъ янЪютен 
зазатвй практаческой геомотр!и, доходяшей до измрешя орук- 
лоети (1=3,16) и парвмель, и, пожалуй, даже первые слёлы 
тошометрическихь предотавленй (ор. А. Эйземлорь, „Сопипелаг 
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зат Рарутаз В, огр. 195; Канторь; 1, стр. 425). Настоящахь ло- 
вльтельствъ туть вфть; пое въ цфшомь пронаводить нъ начал 
впечатавы!в олоторичесваго иззоженыя ученй, въ основЪ хото- 
рыхъ лежаля, быть можеть еще болёе общирныя познаны; 
Г. ПЕневдеръ, „ЕльИоНилезревоьоьье ег Мопкенвенм, т. Е 
„Кшны миа Фопкел ог а№еи Аерурьеш, стр. 297—811, - савтаеть 
это, однако, весьма мало вЪроятнимь (гр. 311. 


Въ возЪйшее время папирусь Ранда, въ воторомъ »етрЬ- 
заютея кое-кавя неправицьносты, ошибхи въ счет и исправле- 
ня, бышь названъ пъ частности Л. Ревилью, къ которому присо- 
единились также Е, Вейръ и М. Сямонь („Усама @. 8. 
руеграбова]ед Маешаегковатевсев, Гейлельбергь, 1905, етр. 
526), просто тетрадью малоспособнаго ученака; но указанные 
взьяны ноотави съ горёздо меньшей нечажкой объясняются со- 
стоящем тогдашняго знавя, когла посп мапнсвейя оказыралаль 
еще необходимость иъ дальнёйшихт исиревлевнать, & иныя 
ошибки оставались вообще незаыфченными. 

Жь заибчан Симоны (назв. сот), что ивчерталельвую 
теометрю изобрёли но да-Винчи, Ламбортъь пли Монжть, 
в что зачатн ея ныфкоя уже у египтян, также слфдуеть от 
ностась ме наче, кввъ съ большой осторожностью. ТаБе методы 
закъ сзема поля при помощи координалиыхь ралетоявй, горв- 
зонтальная и вортивальная провхойя колониы п ея капитени (Ср. 
Борхардть, „ЛУеграеюрицерои 4ег Арурьег“, Дейв, #. 
зеурь, Яртасве, 1896), которой долженъ бышъ рукоподотвоватьса 
каменотесь, Настолько сами собой напрашиваются даже на 
примитавыЪй шей ступени, что изъ них» мы ни вь вовмь случа 
пе можем одфлать вывода о дЬйстпительномь велад азалити- 
ческой или вачертателёной геометрии, такъ какъ сутиность по- 
слбдней состоить вёдь нь однозремвиномъ испольювашя 
перной и второй проенцша кажь средства пространственнаго изо 
бражен!я; разнымъ образемт, ваир. ны изъ илображентй ив со- 
храминиихем памятыикахт. пертода. 1а Тёше не впразф заключать, 
что тоша уже имлось предотавлеше о полобы фигуръ. 

т) Ее педе ЗеВЕН\ 4ез АгоНицейее тов 1.1. Нейетв з. Н.@. 


{Преф. 1. Гей быраы Шовое чочиновю Арложены 
ол арене 26 Ориаоровет © ББЕрыть зврныакь ше. 
ханшкм. Одесге 1909). Этоть палимповсть, раскрытый Тейбертомъ 
т 1906 г. въ Константинополь по укааьнио Г. Ш не, содер- 
жить значительную часть сочипешя `Аруцийа0оз ке збу влуа- 
улбу бердизтиу трос `Ерсософущу ё00до< и показываеть что 
Архимедь въ ононхь изыснаыхь © рычиолёши площадей и род- 
ственныхь задачахъ изь механики приифняль чуть ли внолн% ме- 
лохы вочислев:я безцопечныхь, & именно, разложене на сумму 
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малыхь прязоугольниковь, прехвломъ которыхъ и является пло- 
щадь- 

8) По Кантору, [, стр. 414. 

®) Насчеть древности и самостоятельности матёматияи инду- 
возъ мы до сить поръ еше расхолятея. Въ 10 время ваБЬ 
Г. Ганколь (Рог бевошеме дог Мей. ва АНегица пой МНЯ. 
Мет, 1874, бтр. 204, 210, 219} пытается доказать, что малематигь 
вндусовх ксоцфло юыросль на инлуесной попьЁ, М. Каштора. 
(Уотезипеер, 1, стр. 598) придерживается того ногляда, ч1о ока 
подверглась воздЬйствйю вавилонскихт (а, можегь быть, и егицет- 
сыихъ), во главнымт обрязомт. гречослихъ траднийй (Горошь изъ 
Алексянар); онъ не отказался отъ этого взгляда и тенёрь, несмо- 
ря на изыслашя А. Бюрна (Иензбы? 6 4. астме. Мотбеш. 
@овеНвов.. томъ 65, 1901, отр. 548}, согласцо вохорымъ древность 
Сульввсутрь и въ частности Апастамбы Оудьваеутры воскодить 
уже къ ГУ вли У от. до Р. Хр, # теорема Пиевгора быша из- 
вфетнь мыдусамъ по меньшей мрф уже въ УПЕ от. — 6. ТЬ;- 
Ъаць (Стилёна8 4. Чшаовывенен РЫЛо1оз1е ПП, вын. 9, Отраз- 
бургь 1899] отказывается от опредбзениато рёшевёл вопроса. 

18) Уже у егицтань ныфются изнЪогные чиеловые анаки (па- 
пврусъ Риндь, Комментамй, стр. 8) и даже знокъ д®Ясть:я 
сложешя и вычятаня въ ВИДЬ двухь движущихся впередь или 
пазаль могь (лажь ще, стр. 28), вь то время иль грекы вользо- 
зались бужввми алфавите. Послфдые хоже не признавали ще 
нуля числовымъ понрмемь; хажо вдиница н тв тоже не считалась 
Т нихь числомь (обте 68 Й розёс @рЯрбз, аАла Зруй арм, 
<р. Каяторъ, Т, стр. 435); мнфн® Аристотеня сводядось к> тому, 
это число воегда заключаеть ъ себ поняче множества (Тропфе», 
евемове 4ег Еещетбатшанешаык, Дейпцигь 1903, т, | стр. 153); 
еще въ 1685 т, 8. феу;п въ своей АтИибНаце  ргамаче 
(Гропфив, Г, отр. 156) обетсятельно ототьпраль чиолозой характерь 
единицы, Равнымъ образомь дроби тоже предотавиялись имъ не 
самостоятельными чиспоными понятяки, & лишь выражешемь 
теометрачесвихь отошешй (ср. У. Вг!х, Дег шаль. Ханбе- 
БАЙ шо веше Кобчуюмие; РЬЙов. За еи Бундта, У, 1383, 
стр. 680) 

Индугамь мы, накъ извёетно, обазаны системой поломешя 
и десатерычной системой; нуль {боле точный уквалыя у Тропф- 
ве, стр. 10 н сл.) кавь особый знывъ имфется у вихъь, кант ото 
докумевтально доназано, сь 738 г. (Каиторъ, Г, стр. 603); отри- 
цательныя числа выдфляютон посредотвомь точекь яаверху 
вакъ новые числовые знаки, „во ие встрёчашть одобрени“ 
(Кавторъ, Т, стр. 698). 

У Д!офакта изь Алевовиярен (ок. 50 г. по Р. Хр.) имБется 
уже особый знакъ $ дия нопзвфогнато (Каяторт, 1, отр. 470), знакъ 
зычитаня въ вядф перевернутато $, знакь равовотвя +; ему 
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извЪотно также правило Знаховъ умнохены лля позокизельныкь 
резносей. Ризвиие воммерчеслихь вычноленй у Леонарло 
Пазьано (1209) приводить въ введешию отряналельныхь чнсель 
хакь 4еЪМаги, во ещо вплоть ло ХУ ст. они ие признаются, 
напр. т В1ета, бушвенное слислене котораго относятся, впро- 
чемъ, отаюдь во въ общимъ чаоламь, а къ геочетрическимь 
величицажь рааличнего изыБрени; липу. геометри Декарта 
оношчольльно шроложышь путь дия отрииитольчькт чвсель; благо" 
даря ихъ изображонио ны воординатныхь осихь, а ощь въ 1544 т. 
М. Штифоль указаль ифото нуля въ ряду положительныхь и 
отрипалельныхь чнселъ. Ор. Троифке Т, 158—162, въ частности 
огр. 161. 

Умножено обозначается уже у инлусовъ посредством напи- 
сазЁн сомножителей рядомъ (счетная книга Бекшали, Канторъ, Г, 
стр. 508); чер въ дробяхь вотрфчается тще у Леонардо 
Пизано Происхождеще знаков — и —, яоторые внезанно 
появляются у Вядманив около 1480 т. и затбиъ у М. Шти- 
феи въ 1544 г, нео ощо ые виопыф зияоноко (Канторь, преди- 


слов къ ПП тому, стр. 1У); Гарр!о озёть юз. употреблен!е зпаки 
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{1631 г), Рекорд въ 1566 гопу знакъ — для равёнотвв, — Отно- 
чительно развишя буквениаго счиолешя ср, соображены Цей- 


тена („Чевевзонае 4. Ма. зп 16. ипа 10. авь».“ Лейпцитт, 1903, 
стр. 98—112) и превосходных узьзаыт у Тропфто (1, р. 146-— 
151). 

2) О происхожлевны песятечието прелотавлещя ср. Кан- 
зорь, 1, отр. 7, 8, 268; © первомь появлевш десятичныхь дро- 
бей—его що замбчанЫ о хнит6 „Речеась пл С. Водо фонт 
Тмундень, вазв, 09., 11, стр. 164, 167, 366. Вперные 8. Этеу 
э» 1585 г. отчетливо высказать гу мысгь, 910 поередолвомъ взе- 
дешя деситичныхь пробей мошно формально вполив обойтись 
безъ вычиеен8 съ дробями, тамь же, стр. 565. 

13) Сы. Троифке, 1, отр. 158—164, 

33) О логариомахь см, Троифке, П, стр. 141—186. 

и) Съ употреблещемь коорднизть мы вотрфзвемея уже у 
превае-егилотокихь зодчихь, которые, такъ мы это и теперь еще 
У\оаемь фяксировали толки чертежа при помощи разх®леня 
вто на калраты. У Гинпарха впервые ветрёчаются золгота 
в шароть ныкъ поларныя воординаты ма шарф; прамоутольныя 
координаты прамфияются такше и АполлочЕемъ въ узо о 
зоническихь сфчешяхь и Герономъ при съемнахь ддя опре- 
аёлев: угловъ подложалцихь измБрен!ю тралешй, Бшиио всето, 
пошалуй, полхолять ообетвепно въ прелставлению о координатахь 
иваовалив де Ла нафра ов Хонюагатия Николая Орена (ок.1350 г.); 
поонфда, мовидиному, излагаваь графычесыЙ метод для на- 
твядвато изображены поорелотвомь 1 Чадо и ЮПЕНпдо (орханать 
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и абциссъ) овопотвъ возраста и уменьшешя величинть, но ©00- 
отвенно з& предфлы эмпирическихь набиюдешйЙ онъ не ндсть в’. 
приыфнонш этого метода кь развитНо гвометии, п 910 по 
является впервые г Докирта и его современниконь; ср. Кан- 
торъ, П, слр. 177 и сл, Троифке, П, ©тр. 409-м сл. 

=) Это есть рЫшающее обстоятельство, жоторимь учеше 
Декарта пропосходить аначительно боп%е доступно и система. 
тызескы положенное ученю Тянплйи. а плох Маная а чоз4он (Пинау- 
тев 4е Роги, 64. Таплегу оё Непту, Тетр.-91) его знамевитаго ео. 
временника Фермат в, который выфсто чветаго поннйя числа все 
ое пользовалоя предеталлешемт. величин расличшыхь ис 
решй. Декартъ опрезбленно звявияеть (В. ев Сатфев, вене 
па, 64. Ру. Веъоотет, Фрьняфурть 1695: олпна веотеемае 
укоМешьвь Фасце ай Ниуив пой: егамшов тейцой ровзивь, иё Доре 
а ога соизнииеошни оров ации 8 тестыли» дааптюдаза 
Цвевтию Донхай лем содповеруе, Мецао она Воное Ат Ее - 
ьЕоея фехшрноз в Часа ЗабыШы! рознь, пы деошобь 
пигойшеете тегефок (стр. 1), а далЁе, стр. 3., ПЫ поблииио 65, чо 
рег й чё] И зпоЦеве сопиашийбег поп в Ипеая опиито #порН- 
сев сонефриив. А ыв отр. 13 и 15 пранцинъ коорднкать вводится 
едьдующиыи словьми: ропеийо шштизи кершен ля” Цвене АВ, 
Алой ига роса А её В сонылеват, тоеы р м, ВС аитет това 
рознилия в Нами аянишеге ипегиилеатя уииитвтен гид 
пНаш х уе у, ащче нНегали таелые рег Вапс аеция оне“. 

1) Различю монду аналитической и сантетической гоометруей, 
вакъ узьфстно. не стоить НИ въ накой свнзн съ противополо- 
востью вналитьческаго и синтетическаго метода (о нихъ ер. напр. 
В. Вукять, ТоеИе“, ПП, стр. 9%); об длепаплины оданаково пол:.- 
зуются тЬмь и другимь методомъ. _ДальнфИшее содержаше гео- 
метры Эвкляда основано на примфнеши началь я нЪЕоторымь 
случа Йно выбраннымь фигурамъ. Общее, единое тавже в по 
методу тражтоване можеть волникнучь только тогда, погдя нь 
основу кладется единое помимаше гоомстрических» обоззовьнй. 
Это же послёдиее отановатен полможнимъ благодаря охнообраз- 
ному созиданю этихь образовынй изъ ихь проотЬйщихь элемен- 
товъ. Бели привять 38 таковой, нипр., ТОЧЕТ, то опредблеве воя- 
хаго образовав я будеть основыпатьен на закономбрномъ соедя- 
ненфа его точек. Полокеше точки можеть быль опредблено 
изьфотвыми соноввыми геометричесвихи построены; тогда по- 
лучцется синтетическая геометр{я съ конструктия- 
нымь методомъ изолфдовануя. Коли же положене точен 
выражается коордипатими пли числам и, то полузается внади 
тизрсная теомотр{я, методиха которой воетоять пл, првы4- 
хеш н зриометики. Такое пономен#  уяеняегь ие только вну- 
треякое роцство, но в `характерь форхальнаго разля- 
ч1я мешду обоими пиправлешлый гоометричосваго изол®ловав!з 
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сохравяюнййся и чогда, ногде Зля созидьшя прострачотненныхь 
обреловав берутся ые точки, ь совершенно друме элементы. 

Коорланаты суть посему числа, опрехф лаю щ: я поло- 
жен! избраннаго элемелта пространства; да этого 
опредёлен пребуетея основнья конструк, составляющая ха- 
ракторную сущиовгь коорди натно # опотёмы. Возмож- 
ность продолжать дальн Йрия изыскания ноключитеньно и воепфло 
а арномотической основ$ ооставляеть сяльную сторону абалатиче- 
ной геометрии, Но не олфдуеть упускать изъ виду, что въ отые- 
<зеви всфхь элементонь фигуры къ систем координать, котораз 
сама по себ совершенно чужда этой фигур, завлючается несо-- 
вершенство; оно можеть быть устранено, воля лля связной группы 
пзслфлован й выбрать особенно лля нихь полхолящую систему 
коорданатъ.—Вь оравнены оъ этимъ синтетическая геометр съ 
ся принципами созихалия, шо существу адоявьтныхи большой в 
общой облаета геометрическихь вопрововЪ. обладала анафительно, 
большей гибкостью. позволявтией въ ыБкоторыкъ случаяжь сразу 
`видЪть то, что аналитическимь путомъможно было вывести тольво 
прострайнымя разоужденлии. Но благодари методам теора вы- 
з&равховь изи групи дшя многихъ частей внелвтической гео- 
шетры открылась широкая возможность развить метолъ травтова- 
„Ня, который пользуотоя только опиролами ноорлинить, но ввоему 
годержлчйо совершенио отрёшивтимися оть координатной сноте- 
мы и звто стоящими зъ болЁо глубокой связи съ самой фигурой; 
этоза. сымый прициап» розритъ и въ мвотолщой дифферонщальной 
гвометрив. 


енфя касательной вр. письмо 
. 64. Соня. УИ, стр. 62. 


ОН вор 
Декарта (маргь 1638 г.). „Оецухе 

в) См. превосходное сочвнеше И, Дюгомь, „[ез оНитев ды 
1 зацием, 2 томв, Нарижь, 1905—6, а таже Е. Маек, „Пе Ме- 
сВавй: м Йшгег ЕибиЮнае АЁиоГЬей п. КУН Чагезве Е“. 
3-е нах Дейшаигь 1397, стр. 19—№8 (Эрвоть Мажь, Меканика. 
Поторико-вретичесый очеркъ ея раавини. Пер. съ 6-го илл. Сиб. 
1909. сер. №8 и ся.) 


, О кинемаличесвяхь работах» Галилея ср. М. Камторь 
-. Э. Мать. назв пп. ств. 119 (русск. 


пер. стр. '103), гь заствости о поваши ускоровя стр. 197 
(118). Чрозвылайно харанлерно, что собствевно утеше о движении, 

несмотря но попытьн Роборваля рдр., развиниется лишь тажть 
поздно, Лащь ръ 1163 г. Джул:о Моцця отафываеть положен. 
зто всякое моментяое данжен@ пространстве есть винтовое дьы вен; 
дь 1821 г. Коши дЬНотвательно докозывооть ото положен; лиш 
въ 1853 г. Гельмгольць (Тойги. #, Ма. 55; стр. 25) владеть 
полало кинематиЕ® кидкостей, Собствевно говоря, только въ новЪй- 
„лее время позвали необычьйную пяодотвориостиь, кннематини, вр. 60- 
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татое пдеями сочинеше мау: „Те беотеыуе ог Рупаллеп“, Тейт 
цагъ 1899. В д 6 

2) Ср. шоше инизуегуие и йееетотя И. Барроу въ вго- 
„Тесфопез вестеёеяе", Къяторт, 1, стр. 129, 

зи} Г. Роберваль (1602—1675) примфыиль свой методь по- 
стровшз звсалельной (Канторт, П, стр. 804) къ 13 различных». 
кривым (ВепеЙ, „ТЖеоше 40г Вежераит ив ег Куно", т. 1. 
отр. 206); Но тжо дах шовичеснихт. офчьь 5 востросыю ето ыепра- 
звильно (1.. Вигтенег, „Тейш/иер а. Е толай Е", Подяцягь, 1888 
стр. 67) 

33) о Жемкору (1, отр. 806) Роборваль, повядимому, виер- 
вые высказаль въ нынЪ употребительной форм теорему о парал- 
льпотрамы скоростей. 

35) то воть посгроеще годохрафа, воторымъ поньвуето 
В.Р, Гамяльтоноь („Еетшелия об Олайегьзои“, Лонлонь 1968: 
стр. 100, 718); овь дЬлаеть излишией особую твою уекоренйй 
{зюбого порязиа). 

24) Прв дважонк матеральной точки подъ эдянемь централь” 
вой свды, дЁйствующей по закону таготфаы и обладающей нь 
единице разотонтя ивтенсивиостью (, величины скорости опре- 
дБаяетси формулой р 

1 
ив (1. — 
въ которую входить начальные зпачешы п, ›, & направлешо ол 
опредфаяетоя поотроевемь касательной къ коническим сБчешых, 


Ускореше ше пры вешкомь положены вырыжьеея чрезь я 
Однако, мБ предотавляелея“елищкомь узлимъ езБдующее опрехь- 
лее Пранкарс( „Та весе с РуроВёзе“. Науха и гапотеза, 
пер. Чермявскехо, СНб. 1906, отр. 98}; 

„Ускорен® тЫа зависить лашь оть положен!я его и сосЁл- 
вихъ тЬть и от их спороетей“, 

Уже когзь малейальная точка вынужавнь двитальея по по- 
зеркиосхи, изльвяющейся во времени. ея ускоретя отаповятся з4- 
высщеми оть времевя; это ще представлен вознихаегь п во 
многихь друтихь частьжь механики. 

3} Идея всеобщито тяготЬшя, которая въ популярныхь кни- 
хахъ обыкновеино изображается въ видф тлавной заелутга Нью- 
тона, и даже теоретическое (ошибочное, впрочемтъ) обоснован 22. 
копа тяготфыы были одновременно сь Ньютоном идя, быть. 
можетт, еще ло“’него высказаны нфкогорыми изъ его воврамен- 
вяковъ, ср. \УБемЫ, „НЬйогу оё ре тапебуе бойбпевл“, П, 
стр 119, Гораздо важиЪе то, чо Ньютонъ въ своихь “Рио. 
р'а“ ве только подробно развилъ вдею невобщаго тяготвя, но. 
выБотБ съ тЬмь чзложиль основы всей механики,  кото-. 


— 69 — 


рыл сожрьиниись впдоть до мастоящьго зремены, хога ‘и въ нЪ- 
<колько ведоивы ненной форм. 

16) Въ основ6 ньютоновокато ночиоленыя флюкый аз 
ачалько левить мотафизическ!й - принцишь, отнесено къ 9600- 
дютном7 времени. По сразненшо съ этимь лейбницевсвое 
поянмьне представляется вначительно бод%е популяринмъ, в 
`Лейбииць овмь (М. Симонъ, „бш безе. &. РЫЙ. й. ПИЗегев- 
ЗатесВпиля“. АБ. гит Сезоуюе а. Мат., вын. 8, Лейпкагь 1898 
<тр. 115) высяазилоя въ тоиъ омнслЬ, чо его методъ даеть зовмож- 
ность даже пюдямъ пооредотвеннымь заяться за проблемы, кото- 
фыя ло того быти доступны только искзючительно даровитымъ. 

Но оба они уже хошди до отрогаго понямя предфль. Ср. 
знаменитое мфето въ РИвама рЫШоворшае пабагеЙа, Атояфегёата, 
1687, стр. 28: „ЮЛЁинав гаНюпев ав дифиястти спал Навая втяпен 
<ипЁ кеуеуа пой зип гаНопез олифа била аННпаеота, зеа Ем 
+05, аё чиов цапли вше Шийв десгевови ат табовев звтрег 
арргорзамяю, ВЕ ная ргор1 ия анзеди ГроявитЕ, пам 
ро Чаёа аднатуя а:ЁРегеш Га, пованяги уего бтилавтейзя 
<ъ мануекрипомь Лейбниць (26 марть 1617 г., Тейнши, Мабр. 
Зее, од. С. @. бекъазёЬ, х. 5, стр. 217): „УЯдеийоль, пп ехасю 
Четопяетат! роб ... авой аИотепыа вов Звайии яй  тбоие 
ригуа, зе ошн:ло пи? 1а, чной. озбелейаг, 5 сое, во 
медае позарог ровае Бы Зоо& роубовых, иё аНотош о аоомаифь сала, 
зыйнНе рауа пфаот Няф етгогА. 

27) По Кактору (ТП, 1.199) И. Вьрроу упогребаяль уже вы- 
раконго дшдеНийе фигуиш. Обь отнотены Лейбница ньхарад- 
‘еристическому треугольниху Паскаля ор. заыёчая Кантора 
ЧИ, отр. 156 и ел.) относительно оочивевш Гергардта, ФВег. 4. 
Веги. доза. 1891. 

3) У Лаильса („Тьбомю ава] уНате дея ргоБаы Нева“, 3-6 пал, 
Париж 1890, „Овпутьз сотр. де Тараса" Парикъ 1886, т.Т, стр. УТ) 
говорняев: „Моиз авуонз воше епуванег Гё\аф ргбеооь ае Ги!- 
‘уеге совиме Гей еь 4 вой 64а# алёёутедг её соште 1а свияе @4е се- 
15 Чи: ха зыйте. Юте зовЕковее чи}, ропг ар тазваюь дошиб, сов 
анте отоёоз |ел Ф0гсез Чоп 1 вайте 655 ванобе её 18 знчанов 
тезреенуе дез З7ез 4 1я сотровеве, 51 Фа епт еМе &гай аззет 
‘тьзре ропг зотиие те сев 4овифев & Ф’авауве, еЪгавзогайЕ 4808 1а 
зтеёше Фоглиле 106 шонуетеойз Чев р1пз Втарёз согрз 4е Гижуеге 
о: свшх ди ра №@вег аьотие; вв пе пегй6 шов рашг еНе, её 
Гатеийг сонияю 1е раб зегвй ртбвен & вез увах. Г’еврий загыш 
Не @воз а регёесёюв ди? а ви доппег & Разтопопие, иое Раю 
ездлаве де сена но релее. Вов Ябсопчегеея сп Мёсашупе её еп 
ёотавыце, `фойцев & сееа 4 16 рбвапёеле ашуогаеНо, Рорё ша А 
ротфёе 4е сотргеаатв дара [в9. пзёлав  оЯрговыовя вия уЧиеЕ 109 
ры: раовб о Робот ап вузе @а шопде, Ко’ дров За 
Победе зиббнойе & дчефиов зы тов 06а д0`265. сопоиваноее, 11.05 
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фагуева & тошелег & 405 105 бабьаев 1ез рыёпоёпев офзегтва 5 › 
< рхеуог сепх чце 408 сттоопяфявсея. допиёея Гоп. беюее, Топя #08 
бота вая №, тесвекове 46 1. УБЕНО ато & 1 харргоббег вале: 
бавзе де Тиё шеное чае пов тешбие 4е совсеуой’, пныё Дон И 
тевбега, ‘оцопте Зайийлеть 8108еибч. (Настоящее положене веолен- 
вой мы разоматринцемъ, хашь слФдотые ея прешнаго состояы и 
чажь причшыу послфдующего. Умт, который въ даиный моменть. 
„анажь бы ве двКолвуютщци въ праролё силы и соотвёлотвующее: 
позоженйе сущестиь, изъ которыжь она ообтоить, умъ, который 
быль бы, лазбе, настолько решикы чпобы подрергыуть воЪ эти. 
данных энзлазу, обналь бы въ олвой формул движашя какъ. 
вели илихь тв ль воеленвой, тавъ и легчьйшахо атома; ничто. 
ме оосьвалось бы лля вого нензефотнымь, ошь двсхненно фрарли- 
чьть бы вакь бухущее, лакь н прошедшее, Человфчесяй разуыъ- 
въ совершенсть, которое онъ сумфаъ дать астроном, прелола’ 
вляеть олабый набросожь такого ума. Его открыйя въ механизЬ. 
в геометрии выфстЁ съ открытвиъ воеыйрнаго таготБийя прибди: 
вили его къ пониманю н`формунироваято въ однихь и тн же 
анвлитачеонихь рыраженыхь прошезлиить м будущихь состоя! 
м!ревой снотемы. Примфияя тоть во методъ въ нфкоторымъ дру- 
тимть объектамт евонхь познаш, онъ сумёль привести ит. ©б- 
щим законямь наблюдаемые феномены и предвидфть явлена, 
вызываемых ханными оботоятельетвами. ВеБ усишя человфче- 
онохо разума въ отшемывы шотоши шопрорыьно приближаютт: ато 
жь изображенному нами ныше уму, оть ногорьго онъ, однало, 
всегда остьнется беавонечыо отдалешеных). 


Шьидасть хочеть просто пранять ыъ общижъ формулахь 
вфема” {-=+ со, чтобы узнать начало н конець ымЁра; посл маслё- 
дораый Пузикаре мы хецерь знает, что даже въ поидимоку 
стовь простом елучав проблемы трехъ тёль примфияемые для 
рЁшеншя раны не веегла оходетея. Ср. также звыфчаын Г. Бурк- 
гардта, „Малвешаыасьея п., паблтувнецае Ва НеВез Пепкен“, 
вотупат, лекцёя нъ ДюрихЬ 1897 г. Петичем. Маёф. \етерь. 1 
стр. 491. о 

») „Наглядное предетавлен“ лишейно протаженной поличины, 
конечно, вово, коглв мы огранизиввемоя прямолинейных разето- 
забыть; но уже при кривой ляши возвыхають трудности, которые: 


пличиватлся, когдь мы приходимь къ отрЪакамь плоской поверх- 
ности; здсь мы ‘непосредственно мо дъ соотозыйи дьне разрезал», 
равны ли ови вли одякъ ить нихъ кужио принять ов больший, 
закь что изложенное въ тенел®в опредфлены непосредекранно ве 
_ Тотвлаваиваоть заще характера величины проотЬйшихь геометри- 
херкихь обрызюнаый. 

В» Теоротической АрвометиЕВ Штольна и Гмейнора. 
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1. 3. тр. 1. въ основу клалется опредёлене Грассмана (1.еВг- 
ъщеЪ ег АтИртеНЬ, 1881, стр. 1): „Веничиной называетон воя- 
кая вещь, ноторая можеть быть принять равной али веравной 
другой. При ивлихъ уеловяхь двЪ приналлежащу въ одной си- 
стемф вещя называются равиний вли нервными, должЕо быть 
вся рать особо установионо. Колы во вошы окстомы могуть 
быть тавимъ образомъ отвесены другь къ другу, то он образу- 
ют» сиолему однородныхт неличинь“. Опрелёленн®е выразиль, 
это уже Г. Большано (Ратнйоев йен ОпепНевеп. Лепцигь 
13941, стр. 4-5): „Еехи мы разоматриввемь предметъ, вавль примадае- 
жащй къ роду выцьй, наъ ногорыхи каялыя др могуть чахо“ 
длиться другъ къ другу исключительно вь таомъ отношени, ч1о 
онЪ либо разны между собой, або одна изь нихъ прелставаяеть 
сумму, включающую слагаемое, равное другой вели... то мы раз- 
сматриввемъ этоть предмегь какъ нелячину“, 

Но въ математик рЬчь пдегь объ экстенсннныхь #6- 
личинахт, как ихь понимать Кантъ (Критиза чистаго 
разума, учевю объ элементахь П, 1 ота. 2 ни, Эти); „Экотенсив- 
вою я называю волку такую неличиву, въ которой представле- 
зе прлато дёлаетен возможиынь бласолиря представленю чазтей 
(воторое поэтому необходимо предшествуеть предетьвленю иф- 
ато)", А доле говоритея: «Во веБхь налешихь реальное, соста- 
вляющае прехметь опущены, нуфеть интенсинную воли 
чину. 1.0 стешень.. Ту величину. которая випрегендируется 
золько кахъ влинипа, и въ которой множестньныость можеть быте, 
предотявлёна только путемь приближеня къ отрипаню — 0, 
назынаю интевоивной» Групск. пер. Лововаго, Сб. 1507, стр. 
130-1, 132, 134, 

Въ послёаще еще годин споей жизни В. Ф. Гаусоъ сказать 
(алка ино» СойнеБны, С. фонь-Ва льть реня узеня. Лейцийтт. 
(856, етр. 99): «Подъ экотенсинными величинами я разумью таки, 
хоторыя составлены иаъ ознородныхь тастей; он образуют 
прехметь натоматняи; интенсивный же яиляютея тило- 
вым» зишь поскольку ошф могуть быть одЬланы окотенсивыими, 
если для вихъ можно позыскаль шкалу, по которой пхъ моно 
измфрлть и сравниватт. друга. съ лругомь. Для филовофа было бе 
благодарной залвчей указать тие пунвты, въ хоторыхл, отёдовало 
флован, п если бы даже перрая попитка 


бы начать точное ызел 
дила прове грубые ро 
оВаться ив дальнЪйше уепбхи вь будущемь», 
`НЕсволько аБтьсиустя (ьт, 1980 с.) появились. „Элементы пея- 
хофизизя“ Г.Т, Фехнера (2-е изд. 198% г.}, основанные ни из 
слбловаияжь Э. Г. Вебера о чуретьф осязанн и вв оботоители 
ныхь опытныхъ работахь самого Фехнера. Несмотря на ето чрез- 
вычайно талантлиное изложение в на патересвые, полученные та. 
кимъ путемъ результаты, все внопь похызаются голоса протирь 


и 


приыцишельнаго  обоонован1н понкофалическага 
прияцина изм арен! а, хотя и не отрицають пожалуй, того, 
зто ошь позволяеть хорошо орентиронаться пъ особавно простых 
раздражешяхь, которымь соохвфтотвують ошущенм сьфта в да- 
вленя. Ср. объ этом особенно шитерееную для математиковъ 
дибсертьцо А. Фуко (Та ряускорьузаио, ТЪЗзе рибзотебе дев 
13 ис№5 двь Ле тез & Ришуегаи 4е Раыз 1901) в интересный 
реферать о’ней 7. Таппегт (Фыфонх, ВП. Яеб Заепоез Ма. 
т. 36, 1900, отр. 101), тдЁ вновь указывается на то, что логёриеми- 
чоскав формуа намфрены Фахнера завшенть оть двужь са- 
михь по себ совершенно произпольныхь, ко премаежыхт блато- 
двря своей проетотЁ предпоеылокь. 

30) По’В. Ревоу (Шреаг яязофаЙте мщейгь 1870, Алаеме. 
опти. о Май. ТУ, 1881) математика, веть «наука, создающая не- 
обходимыя занлючены». Но в» такомь олучёф она соннвдаеть съ 
зогическимь зышдещемь вообшо, ибо всякое вообще склона 

по- 


осповало из (прелполаглежой) способности выполять таз{и зал 
зенця, Изъ этого замфчажя явструоть, что матезвтиху нужно опре- 
афзять ие тощько по ея формальному методу, но зто слёдуеть 
учесть в особую природу объовлоль, хь которым оша прим#- 
вяется. 

В. Кешре даоть слёдующее опредфлеве, къ которому въ 
объхома примыиастт и М- ВосЪог Ло ль Члтовё допаерёе пой 
плейройа ое паненни ок, Ви. Ашет. Ма. Боберу 11.отр. 115, 1905}: 

«Если мы выбемъ вазъотвый класс соотношенй, я воиросв, 
зоторами мы звнижьемоя, состоять елинотрепно пт, томъ, удовле- 


зворяють ли эгимЪ соотномешяиь или яе уловльтворяють ям 
распрезФленных группы отихъ объоктовъ, то результаты изса$до- 
зав вазываются математикой». 

Я хотБль бы подчеркеуть, что Э. Паиперицъ (Гартевьег. 
4. дезей. аб. Уегеш. 1, 1892, отр. №) уже равьыше пришедь 
дъ саъкующеку резушьтатут 

«Иредметь числой малематики образують отношеня, которы 
хотуть быть логически созидаежи между лакихи-шибо мыслимыми 
здементами, госда мы изъ привимаомь за вхолялця въ состань 
ланого-лябо празильно распредьленыаго многообраиа; занковъ 
порядка этого многообрааи должень подлежаль ншему вабору>. 

Цодооно этому ‹'. Ительсозт (Цеуце це оепарпузюне ес 
юогще, МКМ, 12) характеризуеть матехалику какъ науку о рае. 
предёлевныхь преднезахь, что вь свою очередь вапоминаеть о 
еще боле общей бормулеровкЕ Юстува Гюнтера Грассмана, 
что малемальха есть наука о евободномь (безпрепитскванномт) 
сочетеви и рвзлёленти. 

Рессоль (Н. В. Виз, ТЪо ренерее 0 пзйнатаск, Камб- 
ридать 1908) говорить: 

«Чистая математика воть область вобхь полонешй видя р 


заилючаеть въ 0666 4, тд ри чоезть молощеня, содержании 
ожно или нфоколько перех# иных, одинаяовихь из обоих подо- 
кещяхь, и на рн @ но содержать ялкакихь постоинныхт кромё 
логическихь. Логичесыя хе поотоннныя суть оф лонит!я, подхо- 
лишёя додь одно изь облующимь опредбленИ: ‹аяплюченю», от- 
зошене члена къ классу, въ кохорый онъ входить, поняце ‹таковъ 
<10>. пониие отвошеша в всякя иныя поняци, вая могуть ав- 
хлючаться въ общемь ловяи положешЙ  зышеушазанной 
форми». 

Короче выражаеть свою мысль нъ названиомь вышо сочинены 
М. вбевеь пытающуйся сочетать точци зрёни Кетре п 
КоазееГя и полагьюзщй, что малешатнкв есть нвука. которая 
пра помощи погачеркихь привпяповт ныволнтъ наъ логическихь 
оиредфленй (Бу Пюрен! раейев бош овеы репсй1е8) дехув- 
тизлыя заключении. 


д. Еутюра (Филовобоме приниичы мвтоматани, инфы. пер 
Зитела, Лейпциг 1908, отр. 223 и ол.) тако принимаеть вагиять 
ФРесселя. По его ман, изтематичесьй методу состоить въ 
дедукци втъ выстврленныхь лотиолакой принициповъ. Но оть 
зоБхь прочихь чисто додуктавнихь теор! молемоликя отпачается 
ТЬМЪ, что она собетвенно пе нуждается нв ъ кахихь поотула- 
лахъ, что ся опреифлеым чпого логяческй и зе солержеть 
никарихь назжь постолнкяжь, хром зогическихь. А объекты 
«я вмъетв съ тьмъ опрегляются какъ простыя функ Яогиче- 
<иихъ постоянныхь Поэтому формвльныя оторонь малеатики 
<обтонть пъ однородной съ логическими принцапежи совокуи- 
зости отвотен:й зависимости, а по содержанто она лрезотавляеть 
зовокуиность опредфлев, созержвщихь чолько аогическя по- 
жити. 

Вс эти заглялы, конечно, серьезно продуманк, Но протийъ 
Фольшинстьв из нихь можно возразить, что они, повидимому, 
упраззняють различ мезду общей обтаелью логики а областью 
математики, Опредфлеше Ресселя тоже можеть быть съ одина- 
ковымъ праномъ раломятриваемо какъ илезльный основной прин- 
пить ясякато кботрактво философекато насллован я; больше веего 
положительнаго содержазия заключаеть нь себЪ, пожазуй, фориули- 
ровна 9. Мамперица, приммаьицая къ представлевяхь у1е- 


По моему мнфырю, возвйй малематнкь, который смотрить ва 
‹вою зауку ве просо какь из предметь. совладающуй ст, форма" 
лизмомь логвки, должень стремиться отгБнить еще одно раз- 
личе. Объевты жатемалнив суть знаки, воторые обязьвы рас- 
прехфляющей хБятельности разума свонми законами сочеташя, 
выраженными въ чисто хогическихь опредълевихь. Но такосо 
рода звавя мы общих образомь называень числами. Поэтому 
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я усматриваю отличительный признать математики вътомь, ли 
онй есть наукь о часлахь. 

Особую часть математики составляет. поэтому и логическое 
слислеше, а именно, поовольку ото приводится къ чистому форма- 
лизму энаковт. Квшь бы вепико че быпо значеше езо абстравт- 
пыхь результьтоаъ, практичбене его розульчвты вебьма ничтож- 
вы, поскольку рЬчь идеть объ изложеяы бощфе спожиыкть уметвен- 
ыкыхт. процеслоль. Лжта вт тамк, чта ви ирелмреы иатпого мчит. 
лендя невозможно подчанить повямю чиеля тавимт образом, чтобы 
вхь мяогочиоленныя взаимныя отноллен выражались: притом 


2$ просломъь видф. Поёнольну я авакомь ©ъ результатами прак- 
тической математической логики, она при каждом д®йетвитель“ 
вомъ иримфнеши оказынаются  несобтоятельной въ визу край- 
пой громоэдности ви формуть, поторыя при восораомфрво боль- 
шой затратБ онерия приводать жъ почти что тримальнимь вы- 
зодамт, съ абболютной, правда, лостовфрностью. Тольво тамъ, иль. 
пражтужтся чисто матемаличеся!е вопросы, напр., отношон:я между 
числами, математическое очнелевие (вавъ въ Рогийайе Пея 1па- 
Вела ие Певно) оказывается лЪНстрительно полезным и 
мезамБнимымь, повануй, иннакижь инымь оногобомь выра- 
жена, 

34) Тавъ, звпр. Вильсонть (Е. В. \УЦзоп, Тре ГопийаГопв ог. 
пыиении фм, Вий. Авен. при. ВоевАу, Иа етр. 14, 1905) гово- 
рить: „Н®которые, похъ вщаянемь ариемотвческикь тендений, 
склонянчея къ тому, чтобы даль ршителью бол%е поверхностиов 
опредьлеве въ термивахь иблыхь чисель“. По поводу этого за- 
зЪтимь, что ловзиНО Чмода Эт, тедотЬ звачизелько бол$е облиее, в 
затфиъь отошлемь къ подробному разбору въ предндуткемт. при- 
знань, 

21) М. Ролле (1652-17:9), впрочемь, впослдотвйи отназалеи 
оть своих возражев И, призвавъ, что они основаны на незоразу- 
мъзахь (Бавторъ И, стр. 265). Г. Беркли, изнфотный бохфеь 
каза. сторокыикт физософоквхо идеалиома, возразкаль противъ прод 
огаялошя фон внентихь порязвовть (Казторъ, ПЕ, стр. 715; уже 
Макаоренъ опровертъ это нозражев!е, послбдоявлельно развияъ 
вт. овоежъ ТевиНаь ог азия (1737, стр. 97 и ол) вдею этихь 
юкийй и вЪ чвотноств пониче ускоровз. Бернли принзлае- 
жить также утверждове. зо въ лифференщальномь исчислезя 
постоянно длезотся ошибкм, которыя за5Ьмь исправляжлен про- 
тивоположными оптибками. Этоть аргументь впослЁлогьйт часто 
оовторялея, напр) Пасрьнжемт (что х уже отибтиль въ 
Энциклопел в малемьтическихь наукь, т, ПП отр. 69) и Карно, 
который въ своей МёлрЬхчитаю с Глпядуяе оби аянияйе (1799 
этвершдаеть, что аналязь безконечныхь есть ни что иное какъ 
ночислен!® хомпенокрующихся ошибокъ (отр, 19, 122, 136. 
новфйшое премя быти вновь выдьишуты эти давно уже опро- 
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вергнутыя вовражошя (ер. рефервть В. Норре зъ 16-омъ тон 
„РоерыИе ег Мая. отр. 40). 

33} Иввфотко изрёченв Даламыберя, цатированное Фон- 
тенелдомт иъ посвященной ому рЁчи: Идите впереди, = вы 
обрётете эру. 

+) Въ извфотныхт. отпопещихь ого можно сказать во Ла- 
ураниЪ, особавно о его ТЬёоце 4ен опеНопв япщуНаиев. Нась 
овльно поражаеть--говорать НПикаръ 'Ё. Ревта, Заг 1е 48хе- 
1орремешь 4® Гапяуве мат ёшаНие её яез таррогз амес ддеисв 
виётез воолсея, Во. 4. зотепов ша. 28, 1004, стр. 267)—по. что 
онъ пределавяль въ качесть® доказательства возможности разло- 
женя функция въ рядъ Тойлоря. 

35) Ото сеть тв точен, зрёЕ{я, которую Ф. Блейнъ (ег Ша 
Аиеыыетатя дег Малена ь, бов. Маовт., везсьАЕН. МЕ. 1805, 
сур. 8) охарактеризвант, какъ ариометизирован!е мате- 
матиин. Кронекеръ, какъ иавфотяо, хотфаь (Топго. Е. Майн. 
10, 1887, отр 338) считать и лое число едиъелвемнымть пред- 
метомъ математиии, и требуемое отимъ приведоне вобяъ изел%до- 
валий онъ нАЗЫВалЬ „арвометиаи рованемь“. Дедешинля (\’ан 
вв: цю? хуавбоНех @1е 7аНен, 2-ое вах. Браувшьейть 1593, Что тз- 
ков числа и для чего они слушать? Пер. пр-доц. Н. Н, Парфен- 
тьева. Изв. Фианко-Мат. О-на при Имп, Каз. Унив 19% Т. ХУ, 
№ 2) лолагаеть, что любая теорема анализа можеть быть выра- 
жена такъ теорема о натуральныхь числахт, но онъ отнюдь 
ве видать какой-либо заслуги вьтомь. чтобы дВйслвительно осу- 
зществыть это затруднительное принедеве и на прнаназаль нз- 
хакихь чноель кромВ патуразьнихь Вейерштрассь такле 
отримательно отнесея нь взгаялу Кронелера (Ср. МИ 
Тей от/до раве ае 14 зе Пе ЗУоетяегаяя, Сопкты ВиетнаНова| Де 
Раза 190, Парожт» 1809, стр. 181); „У Кронекера теперь отитается 
аксмой, что сущеетнують только уранневя между пёлычи 
числани“. 

По Делекинду (пазв. сот. стр. “ТЕ, УИЬ, русск. пер. етр. 
35—16) числа вуть свободныя тпорешя человБческаго духа! спи 
служаль средствомт для того, чтобы легче и точнфе постигнуть 
различ вещей. „Благодаря чисго логическому построенйо наукпо 


чисель мы огазнгаемоя ит состоныЁи точно изслблоныть наши през“ 
ставлемя о гроотравстов и времени, устанавлиляя соотифтетие 
между нами и совданыимть нъ вашемь зужЬ паротвоьль чисогь, Если 
точно проезйлить за тёыт, что мы дёлнемь при счет количества 
или совокупности вещей, то мы придемт, къ раземотрфнйо елособ- 
ности человтческаго духа относыть нещи къ вещимь, убланаыди- 
звать соотьФхотые между двумя кахими-нибуть вещами или от- 
обравать одву вещь въ другой, безъ каковой способности пообще 
невозможно яннакое мышлене. На омъ елинственномь и о- 


96 — 


обще необходимомь основаны должна быть, по моему мн 
зю, построена вся нвуяв чисень“ 

. 6) Мы ноходажь эдВсь, опфдовательно, из понахя карли- 
нальныго (поличествониь:о) чволя, хакъ аботракща, нелавиея- 
тей оть особой природы вомпиенса объектовь По Ресселю 
{Те решсцИез 07 пабфетамев, Комбрилиь 1908) это есть общее 
повяше, свойственное вофмъ оквевалентюымь комилекоамь въ 


смыеяЕ сопрменной вора комплрякойт апалогични опреяжленте, 
которое раньше еще даль Г. Фуеге, узлы арен дех АтИВтоНК, Брес- 
львль 1884, стр. 47: численность, соотвфтотвующая повящю К, 
есть объемь поняты „равно по числу поняйю 4. Нжоторые 
очитьють понязе ординальнаго (порадяоваго} чпола пой хологиче- 
син порвычнымь; къ нвыъ относится и Гельмгольцт (к, 
ЗЫьиай1., НУ 1806, огр. 371)У Кашто (Еротика чыетасо раруме, о 
схематизмЬ алотыхь поияийЙ разсудка) говоритов: „Сяфловательно, 
число есть не что иное, казъ единство сянтезв многообрашя одно. 
фодшего натлядивго продотавлошя вообшо, позницалтное вояфл- 
све того, что в проиавому одуо врем я тъ анпрегенци наглах. 
жаго прелотавлея!я“. Фигурируждее здвов предотьзлено време. 
ви, пожашуй, инфющее основьне въ понхолотаческомь воз- 
нниновени порядковато числа, дало повохъ къ по меньшей мФрь 
совершенно беацЪльному вэглялу, защисцаемому особенно Ра- 
внльтонолт, что фундаментомь повытя чисаь ннаистсй врожи 
кавь форма чистаго паглялнаго предетавлевя. Кахой смысль 
фраза; Алтебрь воть паука о чистомь времени 
У. В. Наш бон, Тува. Воу, МЫ. Асай. 17, стр. 293, 18872 
ВБ анты мыилов{я протокають. конечно, во времени; по какъ 
возможно было бы сравневше ихь или приведен въ соотафлотво 
друг» съ другомъ безь того, что Кант» назыпаеть трансцевлен- 
тальнымъ единетвохъ апперпеиши? Впрочемь, этоть ваглядт, от- 
зергается и предстьвильлями белософйи (ор, напр. Гусоерль, 
РЬЙоворые ег АгИшиеНЕ, Лейпцигь 1801, стр. 31). Въ момь же 
смысл$ выскааыиается и В. Вуядгт (Логака, Н, 1907, стр. 153) 
зЭта пеихологизеская основа поняЫя чнола (т. е. послловательь 
НОСТЬ во времены автё счетв} не должна нас. олнако, вводить 
въ заблужденю, чтобы мы вмфотВ съ Гамильтономь стали и ло. 
тически внводить число изъ времени. Коля мы дьже пеихологи- 
чески можемт при извфотныхь оботоятельствахь одновременно 
охватить солерканю нЪекольчихь атовЪ мышпоны, то логически 
вообтие не нужны вазён-дябо предиоложенщя о времени эланинь“. 

Аналогично высказывается  Бвуманит. УГьНете ВотогЕ цией 
зап? знойегиев МафешаЫ Е ГАни. 1. МафигрьЙоворые Оствальла, 
УП. 1008, стр. 312). 

2} Выводь обвовныхь вилоь арвеметическихь дЬйетнй имб- 
чтся, напр. по методу Грасомана, г Гельмгольца (ев 
за Мезчет, сукепиымв-ьсотенаов Пероцейсь. У яеняс В. АББалйЙ 


—м- 


1887, т. ИГ отр. 356); особенно поучительно изложена Г. Пуз- 
заре въ „Ма заедсе её 'ВуроЁАёке“ (2-ое изд. нём, пер. А. Лии- 
демань, отр. 3-10}; ср. ташио звибчеяня О. Нет” ь, „Алвеналикии 
за Резов {: 4ег Феопеые“, Лойоциг» 1900, стр. 59, прим. 58. 

Отоящья на современиой точ зрёшы формулировке пояа- 
1 числа вытеваоть изъ простЬйтнижть предогавлевй ученяо 
компхексахъ (ор. напр, Г. Воберъ, Е\ешенгате Мопвенете, 
Завгезь. 4. Бешвсн. МеАЬ, Уегеш, 15, отр. 173, 1906}, 

Конилехоъ, т. о. образованная изь какихт-набуль вещей плю 
злемевтоьЪ совокупность, называется раопродфненнымь, 
«сли о каждой парф а, Б его олешентовъ извфолно, который изъ 
зихь продшествуеть, ташь что если в < В выражаеть: а 
стовть передь ®, то изъ а 25, 5 < с со муеть такие в «с. Комп. 
девст называется вполы® распредфленнымь, ослы онъ обладаеть, 
первымъ (или послёднимт) олементомт; онъ называется коноя- 
жыыь если онъь поддается распредёленю п при любомъ вто 
расположеши имфется первый и нослвди1й эщемонть. Двь 
тацихь ковечныхь комплекса М, М называются эквнвалентами, 


< М, если ихь злементы могуть быть одноанаяно обрьтамо 
приведены вь соотвфтстые другь ост другомъ; конечный комп- 
локот, не можеть быть эквивалентен правильной своей чабти. 
Можно залЪмъ доказать (докезалельство приводится у Вебера 
вазв. сом, стр, 181), что между днумя такими комиленсами 37а М 
всегда должно быть одео изт, слФлующихь трехъ отяошен й: 

1. Или Мо № 

2. Илв правильна часть ЛИ. комилевов № оквивалештна №. 

8. Или правильная часть А вомилевой М эввиналевна М. 
В слуцавхь Эомь в З-вамт гонорить, ато РМ или <, 
при чемь ЗывкЕ <, >> установлены по иналойи ео знаками не. 
Раненстна. 

Отоюдь вытсваеть понаМо пардиявльнаго зеоль 
Совокупноеги воБхь комплексом», зкривалентаыхь хонечному 
комылекоу 4, мы прурочаваемь звакъ а, ихъ карлиналь- 
ное число. Если А и В суть дна ковечныо нозплежол, хото- 


рыхмь соотвЫствують знаки и, $, то мы полагяемь: 
а-5. еси Ал: В, 
а5ь ели АВ, 
а>в, еми ЯВ. 


Теперь можно при понощи вачаль полной инхукиуи показать, 
что чиспа, кохорыя мевыее а или ренны ч, образують ковечный 
хомплевст, которому соотвтотнуеть чнело а. 

`Ибо если разсматривать коньчинй, а олёховательно и полн 
распрехфленный хожнаексь А, то ть леоремь правельна для его 
первахо оломеыта а» которому приписывается знать 1. Шуеть то- 


в 


перь и будеть хакой-нибудь хруго й эпементь, &— предшествующий 
ему. Тогда къ соотьфтструющимъ дьлешямь А, А} А воть ком- 
плексь, оодержьщЁй элементь & в воБ ому предшествующие 46- 
менты —относятоя знаки а, В. Если ваша теорем» правильна для 
А, то воть, числа, мевкнця 8 или разных 4, обралують пом. 
плекоь съ числомъ в то мы можемъ плементы этого поелдфднаго 
комплекся примасти м. олноднаана-пбратимой ппотяйтотиуа гк вме 
ментами вомплекев А; но въ таком случа это возможно и тогда, 
если мы прябавимт. олце элементь и и припишемь кожилексу 
тнсло азе 8-1. Мы говорямъ, что пъ числу } прибоваяется 
число | |. Итакъ, презотазлеше кардинальпаго чьсла охяз- 
застоя перзоначальният, можду тЬмь зарЪ поняне 
орхинальнаго (порялновьго} числа получвется черезъ процесеъ пря- 
бъяден:а единицы, 

Принцяпь полвой инлукци, которышь мы полько-что поль 
зованись, можеть (ар. относательно этого ниже примфчане 118) 
быть призедень къ принципу протинорбчя. 

В» формулировкф Г. Вебера онъ гнасить: «Общия теорема, 
прамфнимая къ хатдому элемеяту вполн® распредьленивго ком- 
пекав №, доказана, воли она праввальна для первато олеменца кох- 
плекса в, жесди можно зожаляль, что отх правильна тля оломаюта. 
отЬдующиго аа 4, коль скоро она правильны для @>. 

Предположим, зто хеорема не правильна для воБжь элемен- 
тор М; тогля мы обралуемь чвоть М! хомиленоя М, содержащую 
воБ олемеяты, для которыхт эта теорема не правильна. Этотъ ном- 
плексть тоже воле распредбчешь; он имфеть свой лервы  228- 
менть х. Этоть послбли!Й ме зоть и; ибо лдя чего теорема пра- 
впльна; элементу д прелтестнуеть, слфзоявтельно, зъ М элемент», 
3, а для В теорема правиакна, потому чго 3 не содержитсянь М. Вь 
такомъ случав теорема, согласно предположенню, правильяа и для 
д. Но это противорфчить лопущенро, что М! содервить олемеить 


=. Посему вонплокоь М: вообще не можегь содердать въ себЪ 


аикакого элемента, что м требовалост, доказать, 
Чтобы обосновать, теаерь престёнвце запоны  олементарнаго 
Бычо поотуньте нромжрит пяфлуизиимт обралолек, при ям 


шы еоботвенно лишь нфеволько далфе развиваемь ходъ эгыелей 
Дейбвица. 
Мы опродфяаемуь сперза черель операцрю | рэзиа ки ля 
цёлыхь (абоолютянхъ} чисоль: 
т Зе 
< ть 
З+1=4.. 


Тотда въ силу (1) 


{2) 


от 
Посредствомь тать уранношй, въ сил; тождествт. 
ат 1= р 
<) ОБЬ: 
ВИ —ь т 
опредьлена операия--2; вообще, значить, 
и+=е+учь 
или, гажь кашь по (1) 1+1 :=8, 
4) а+ано-@нрчь 
Далфе, въ силу (1) и @) 
а ОЕ 
{2 


ив ив 
Если теверь опреявтить оперьцио-Ё3 таль, что 


1-13. 
ата, 


в =8+ 
хо вообще 
(а Ь 
пла 
5) аеу=@+аь 
Изя закимь образонъ лалёе, мы прихолимъ 5ъ уравиеню 
{6) ие») 1 


какъ къ результату процесса опред лен{я, который относится 
одновременно к долженсглующимь быть употребляемыми число- 
з к ппаризмямк кякы зозжяя бняк мал. ниий 
золершены; уразнове (@) солершить, какъ оо отмфтиль уже 
Грассхант», сущеооть сложен{ я. Пьмятно поэтому, что изъ 
{6) мовно вывести основные звноны олошо я; это ив самонт, дАлЬ 
можво повазаль при помощи принципа полкой инлукии. 


Закокь зосоцрацЕн (сочетая) 
а то-@ь+е 


дЬйотвитодовнь по (6) для с>-1. оля продположать, что ошл. 61 - 


ствителенъ для © 


атоеу- [аль по 6 
а -- (6+ 2)] + Е; по предволожен 
=8+ Е) +1} 


—в-- Ъ+@-Н), 
хе овъ дЕНотоителень и ляет - 1. 


Столь же просто дошазывеотя комнутативность (пере- 
муотительноель) слокешя, в --Ъ=Ъ-- а. Эзоть законт дфйствие- 
лен» прежде вовго ди в-Ъ--1. Коли теперь 


ЕЕ 
10 (+ 0+ 1-= аа) +1=1--@ 41 по (@, т.е. вообще 
а 11а. 

Прехположимь опять, что 
аи 
тогда 
а -|- + 1) =@ в) по (6 
ея. 
=:--ена=а-чи а. 


Такимь ко точно образомь можно вывести и правила для 
умножещя, еси объяснять это новое йети при помощи опре. 
дфлон: & 

ада аа -- 


тогда модно доказать дБйствмтольностьтрехт. овновьыхь заковорь 


а = в, (вв) = 2 (09), а о = 8Ъ + <. 


3} Слдгеть велчески подчерживыль, что уже еъ образовелиемь 
дробей и отрицательныхь чнседь начинается область „мнвмаго“. 
Дреные ужо чувствовали это; у нась вто чувство пригупляотся 


трелинонной формой пленентарнаго преполаваня счета. Тан- 


пери (1. Тазлегу, ТпьгоисНон й ш УВбоне йе Топебоца, Париагь 
‚ предисл, отр. УП) говорить; „Люобь съ ужазыввемой мною 
точки зрфыйя не можеть быть разоматряваема книь совокуиноети. 
равныхь частей едпнацы; слова „части едяницый вообще не 
имфють онысла; дробь есть сочетни1е хвужь ц флыхь 
мисель, расположонияихь вт опродфленаомт поряляв» (ил 
эту точку зрфны впервые сталь Гамильтонь); „для эюго но- 
заго видя чисель нужно иновк дать спредьлеке равенопва, ые- 
ровенствь м арвометическихь дйоть!“, 


8 = 


®) Нашомвю о непрвтномь епорЪ, катой вели объ этомъ 
прадметВ ийлый раль авторовь яъ еИсеЪг. Фиг тай. па ва- 
Фаттьз, Озёесо ВФ, т. 14—15. 

«) С выраженыхь положитеньное и отрицательное см. 
Троифике, ивяв, сод., Т, стр. 467, & таяжо „нлус|. 4ез зерепсея 
ль“, Парилъ 1904, 1, [. стр. 34. 

21) ДревнфйиИИ сибдт, квадратнаго корня наъ отрицахельнаго 
зшолн пыфыто 
у Герона Алоковидр: Аскито (Кааторь, Т, тр. 403); ин. 
дусы. но придавали этимъ квадратиымь корняжь аваченух 
зпсла (Бвиторт, Т, отр. 696). У Карлано они появились въ 
140 т. вь ето „Аты шаврас воц 46 текаыа ашеЪто!о:8 Пек“, но 
вскор® опять были посабыгы. Жярартъ (А. @:гаг@, Татепыюв 
зоцуеПе оп а]53Ьго, Амотерламт 1829) первый пональ форхаль- 
ную пользу расшировя системы чисель комплексными чполани, 
межлу тЬмь как Докартъ, (Оелутез, У, стр. 398, &4. Сойти) не 
прнанаваль ихъ и назывыль потому мничыми. Гвуссов- 
ское жб прелетанлоше мнимыхь чиеель (0. МасЧоНеев 1831; 
сочинена 71, отр. 189) още въ 1197 г. было развлто В восолехъ 
{С. УУезве], азы? зиг Ла. горгёвьшаыюв эларумчце 4е 1% ажесНол 
Копевгатень 1797); независимо оть этого до него лошель Ар- 
танъ (Р. Атраой, Еязай зпт иле тлллбго е теребвелёег 105 даал- 
оиёь Плвртаееь Фъих Лея вовчогиечоь коотетйацек, напечатано 
эь Вай. 4. з1евсез пай. УП, стр. 145), 

42) Очи состоят. ВЪ поммутативномь (перемБотительномъ) и 
диетрибутивномъь Граспретьнательном»? прииции {Р. Зет о 1 
АраПез 4е богконие, 5, 1811-16. стр. 08), къ котормыъ Гамильконь 
прябавилт. еще нринииит, ассощатавный (еочеталельный). Ош 
оищако, еще иелостаточны, Ири изельдовавш сислемъ зиселъ, 
образоваыныхь изъ сколь угодно многхъ единиит, прежде воего 
предиолатается: 

1. Пером ститьльное свойогьо сложен1я; 

2. Что провзведен{6 двухь чисель въ свою оперель 
отпосйтся въ той же систем чисоль; 

2. Что оно обладаеть распрелЪ лательнымъ и со- 
четалельнымь свойством; 

4.. Что умвожеше, хотя перемБетительный лаков и ве 
предполагается, въ общемь однозначно обратимо че- 
резъ оба вида дфловЕя, или что имЪетя модуль 
умножен! 1, Существенную роль играеть еше при этомл. 
вопрось. можеть ли произвелев{е сыть равно нулю; если 
э1о ве ныфегь мфота дая какото-вибудь множителя. 

33) По 9. Маху (Пе Меерак тт ТВтег ЕабуиНиала №3940- 
те ол КейвоЬ аагровфеЦЬ. 8-е изд. Лейидигъ 1897, стр. 480; 
Мохвника, Историко-критачесый очервь ея развиця. Пер. съ 6-10 
изя. Спб. 1909, стр. 402 я сл.) принципь экономы зЪ наук со- 


хотя в вт. сопормонио ноправпльномл. пои: 


в 


В 


стоить въ томтъ, чтобы всегда стремиться достигнуть цёли съ на 
иывнышей овлратой работы мышиевя. 

&)Н. Наоко: УоНеоциер ОЪбк 10 ТЬеог1ю дог Кош р1охов 

. ЯаШей, Лейпцить 1867. Сыжь Таниедь ве припиоываеть оебЪ 
вбоолютнато прюритета этого звжнаго привципа, а на страмиц 15 
упоминаеть о рабовхь 6. РевсосЁза п другихь аарййскахь 
малематижовь 1884.42 гх. ВогрытившиЙ такую р+зко отряцатень- 
шую оцённу М ОБт, которято Т'ажеиону. тоже питируютчь, чт. пере 
вомь издалын своего „Уехеись етез зоЙКодншер Колзочцешее 87- 
зфетя 4ег Мабнецуай к, 1820“, хваъ мы кашотоя, высвезаль ужо 
зущфотвенный осчоям этого иринципе; ор., мапр., прохнелов!в яз. 
3-му изд. 1828 г. стр. Ш ист, а также приложеше къ т, Г, 
стр. 407 и сл. Фо М. Симону (ПЪег Фе МабвотаЙе, Гиосень 
1908) эхоть аришиниь имЪется вт, напеченьниой въ 1884 г, работЬ 
Г. Бубендея (Ъег бе гашиНосве РатафоЙние пизрЁтатог бтбе- 
зер @сг Аузан; программа тамбургснего „Тоганнеума“). В. 
Вундтъ въ 3-емъ изд. ооей Могики, веомотря на выстазленняя 
Г. Бурагардтомть возражеша протизъ этого (УЗегёоавгазеЪгНь 
иг дев, РЫПозорЬе, т, ХТХ, рофорать о 2-мь изд. Логики Вундта) 
нызываогь принциць порманонтиооти вно{оматичеомимъ Это оо- 
вершенно неправильно; этоть принципь есть требовалйв, рысть- 
вляемое зъ видать простоты и нфлесообразности; можно ли ему 
удовавквориль, это подльмить номвЁЙ разъ обобому изоабловиыю, 

+5) Это, значить, не соотвфтетвуеть чисто вриеметическому 
внодещю комплековыхь часоль, какое мы требуеыъ нъ ивотоящее 
время. О таковомъ ср., нвпо. Г. Буркгарлть, ЕшЁШВЕноЕ п 
фе Тьеоце ег дыйунасКей Рапкопеп етот Кошуехен ебет 
НеВел, Лейпиигь, 1908, стр. 1—10. 

45) Другой, талже геометричесый пыводь счислешя съ кои- 
ваоконымы чиелама, стромяю/ ся показать ихь снособраше, даль 
Дробиить (Вег. 4. КеЁ. ЗасЬз. бев. 4. УУЗвзеласВ., г. 2, отр. 111; 
зо ломимо иныхъ соображен!й очъ неиригодень для элементарнаго 
обосповавы. 

\) Н. Наше] ТЬеоне ег Копуиехов Иащепвувбено, 
стр. 107. 

48) Сы. примбчаше 42. Исходя изь самыкь общихь точен 
эры я, сперва Вейорштраось и Дедевинлъ (биосе 
Хасрг. 1884, стр. 856; 1855, стр. 141; 1837, стр. 1} п зазьмть мноце 
друпе математики изсл®ловади теорно образовамиыхь изь # еди- 
наць или гиперкомплекскыхь числовыхь сшетомь; р. въ „Меле- 
матаческой Эицивлонен“ статью Е. Зеаёу, т, 1, ч. 1 стр. 148. 

ели предположить зла лвухъ вдиниць перэмФотительное, 
сочетательное и распредёлительное свойства умножен я и супе 
отвоваше модуля ©, тавъ что для возкаго числа а ед = ае. то 
существують еще три существенно разтичныхь зада счисленя, 
Но только один и иаь этих, вдорь обладаеть. тЁМЪ словствомнь, 


Е = 


хто произведеню оказньвется равнымтъ вулю только въ овлу сво- 
ихь множителей, иго есть с истома обыкновелныхъ кох- 
плезсинхь чисолъ. Ощотены безь такого модули впервые 
разсматриваль Е. Зулу (65%. Масьг. 1889, отр. 230; ср. Зо а. 
ищефлег, ТЪвогеь. Азов М 11, стр. 288). 

Еомилеконыя числа ок п ‚> 2 едининами, о которыхь уже упо- 
мина Гамильтонт (предислоне къ есбигев оЁ Опайегайопе, 
2858} и которыя уховлетворяють вовьни авконамъ перманевтно- 
сти, формулпроваинымь у Штольциьи Гыейнера (назв. 
соч. П, влр. 394—808), напроливъ, нихогла не допускають пе- 
ремфстительнаго умножения. Евли опуотить услов{е для почевно- 
вешфя пронаведенйя, то остается только снстема цвалервюновь Га 
мильтона (Фробен{усъ, Тоцгл, Е. Ма. 84, стр. 59; Ветка. 
Ак. Вег. 1896, стр. 601); отсюда понатво сногобризное поло- 
зеве кваерзоновь 

4) Ор. Ф. Клейнь, Маф. Авт. 31, отр. 572: „Поводь кь 
образорышю прращопальныхь чисешь зав чаютСя, конечно, БЪ ка- 
кущейся непрерывности простренотвоннего возарън. Но такь 
вакъ я отнюдь но сяитьЮ Пространотвенное возарфне точнымт. 
хо я не могу изъ вего дЬлать зыподъ © существоваши вррьш: 
ональваго. Напротивъ, теорм иррашовальнаго есть пфрято, что дол- 
жно быть обосновако или ограничено чисто ариеметическамъ обра- 
зо, н что мы затыъ въ свлу акоюнъ вносимъ нь теометрио, 
чтобы и въ в6Й тахже доетигнуть той ясности разгравичевЁЙ, ко- 
торая является необхолимымъ предварительным» ублошемь мале- 
матическаго травтоваши“. 

30) Что ллфференитальное нехислоше не можеть обойтись безь 
иррапоньленыхь значенй лезависимаго первмниаго, явотвуетъ, 
явир., на шонамя диффервышальниго отаошены, которое тре- 
буеть, чтобы выражене 


Ев 
ЕН 


, В положительное, 


атремилось въ одному одинотненноху опредфлениону предёлу, к а- 
цимъбы образомъ экёчешы # ие проходили стремящагося 
вь мулю рядв чиовль, А что помплеков ирувшонапьныхть звазенй 
зезависихаго персмбинихо и вообще играет, сутдественную роль 
въ основахь инфференийьтьнаго и интегральнаго исчисления, по- 
хазываеть, нёпр., работа 1. БерееМега, Хот ТЬвое 4ег эеНаеи 
БакЫонон ешег гееНон УегиьетНовел, АЖБь знай. У, тр. 158 
в 279. 

ы) В. Педеной. Зьеывкен вид птмолые Хышен, 3-06 изд. 
Брауншаейгь, 1892 (Проф. Р. Дедекинль. Непрерньноеть и иррали- 
ональныя числа. Пер. С. Шатувовев!й. 2-06 изд. Одесса 1909), 

31} Правтьвь который пользуется для овоижь цБлей только 
результотоми малематичесхихь изолбловаяй, никогла потому 
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же употреблиегь иррашовьльмыхь чноелль, & только тая прибли- 
женныя значьва, которыя обладають достаточной точ 
ностью, между тЬмъ какъ чистая мелематиха именно благодаря 
эведено нррышонильныхь чисель достигаеть абсолютной точно- 
ати, выходвщей палеко за предфлы потребностей дЪйствительной 
хазви. ЗдЬот сказывается глубокое равиище между точной п 
приближенной маломатикой, которое оъ тажимь талаютомь 
разобрать Ф. Клейвъ въ своей лекщи „Апуешаноя ег Ре. 
хепйа]- пой Тлёодтытесьиюта ар @еотейме, оше Неуфщов дог 
Реляцуаи (Лейпцить 1902)“ и которое спешально относвтельно 
эдфоь затронутыхь вопросов разъясниль Г. Бурёгарлтъ вь 
своей вступительной лешши „МаенаМзсЬев пр@ паблтувзел- 
зораЙеЪев Фепкев? (ТантезЪег, й. ПецуесЪ, МайЪ. Уехетл., 1, отр. 
49, 1902). Сь первагё взгляда можеть даже покнзаться, что эта 
абсолютная зочноеть, которую частая матемазика требуеть и дод- 
жва требовать, внедена въ область вн приложен! только въ снлу 
традитонной привячии яъ идезльной аботрайше, и то, пожалуй, 
съ тазимъ же успфхомь ве можно было бы замфнить приближен- 
чымъ исчислешемь, боле приспособленнымь кь практиче- 
ожимь потребпостаиъ, Легко, одцеко, убфлитьсл, что только слбдуы 
о пута чистой натхи можно создать основы дая несохифнно ло- 
статочнаго въ камдомъ отдльномъ случа прибияжешя. 

55} В. ПЫвеин (Масв. Апп. 55. стр. 100, а тавже 55, отр. 45?) 
выставиль противт совроменныкь теор иррадюнальнихь чи- 
сель возражен!е, ясходащее изъ мефнм, мазвакнаго уже ть 
тенстВ несостоятельным, что ноняче числа и при расширен его 
всекдь должно обоашачать неколько“ вещей. Въ прогивополож- 
ность этому А. Прингстеймт (Ъет дев ИаБ]- цей @телернИЕ 
па Олцесгтоы, Решив. Майь. Увтыл., т.6, стр. 78} говорить: „Если 
хотать получить пригодное общее повяце числа, 10 нужно нод. 
вести подъ общую точир зрьны! 1) веенозможные назывяемне 
числами объекты, 2) существующы меклу нами таку, чазываемыя 
отьошен!н величины, Первое доетигается точкой зрьышя, на вото- 
рую сталь В. Неще (Решеше (ее РапкНопвзеЪье, Уонти. Маё,, 
1. 74 87), стр. №13): „Я называю изьфстные ославемые знаки 
числами, такъ что а сушествонаейн этахь чисел ве можеть быть 
нихажежь соннфе!". Подходящимь срелетвомт, для рышешя вто- 
рой задачи Принхссеймуь очитаеть 10, „атобы отношения 
«больше и меньше», вообще ризематривать тольхо квЕт. ныране- 
ве извфогной поедбдовательности: только въ особыхь. сиешально 
лия этого квалифичиронанныхь случаяхь они служать въ емысяь 
обызнаго словоуцотребленя для указвяйн воличествевинхь разла- 
я, опралёляемыхт, счетом» или измфрещемьй, Въ самомъ лЁлЬ, 


уже утворкиев! 3 > —5 не ныфегь ровно ничего общаго съ коли- 


честяенными презстьпленами. 


—- #5 — 


>) Въ древности повяме предфльнето значешя занфании таль 
называемымь методомь исчерпан}, приписыввемымь Эв- 
хоксу. Онъ основывается на акоюиф Эвлонся: „и-кратное кв- 
кой-нибудь задамной неличины при достаточно большомъ в преваой- 
‘деть любую тоже заданную однородную величину". Для того, чтобы 
чепорь при помощи привеленя къ абоурлу показать, что А == В, 
допуотвыь, что А > В. Если затЪмъ можно показеть, что АВ 
меньше любой сколь утодно малой, но опред 


венной однородной 
с ы . 
величины, вапр., =, лов (А В) < С, что протизорфанть вк 


0м+— Г Валлясъ создаль ариометическое понятие предфла 
(Орега 1, отр. 382), отыскеивя поспфдовалельныя зналешя дробя, 
про которых озъ утвервдаеть: Раю евйи ехроениево райейЕ га- 
Бопез шцеНопе герегвае а Ваз сор рие ргорта воойете, {ва шё 
ЧН Негельь етафиб Чао 5 авыриа И пог, афеоцие Га Набат 
сонышиави еталевоеге (Канторь П, стр. 823). 

з)эЭйлеруъ выекавываетси фразлячно о поныне лифферен- 
иала. Въ предисловия къ Гав Ил отев соси флерта Ин (1175) онъ 
товарить ив сер. ХИ”: Не ашёот по, ЧЁ ацазй гаБороло арта 
Засгешепыми солёЫвИЬ, есшиа еяё оБемтий сои! Него аня“. 
зо 10 того на стр. Х и Ху него сказало: „ацой ай фа В 
Пета о схВИНны, 14 В: сяющо @етевяЫ, дтёа ай тететшелиие 
два а вресыутг. з1хло и гергаезешт ат; еазащо 
Ч 1ЕРегев ыы [о ось ЕЕ з01%, 

4) Пуасоонъ. Тезиё 1е тбовацие, вём. пер. М. Шлерна, 
Бертань 1888. 1, стр. 12 утнерилаеть: итакъ, безконечно малыя 
золизины существують въ дБйстьительности (ош цше еее 
тёеЦе), & во только предславанють вепомогалельное средство, вы. 
думанное малвматиками. Критика этого утвержлен и, пренадлежя- 
зая 1Плерну (назв, соч., 558], и теперь еще остаетсл правильной. 
м) Этоть рЫшилельвый шагь нпервые сдать Коши 


(Вёеный дез 1есовя Донибек й Рёсоа РоуфееБане, Ратн 1928, 
‚ отр» 811. 
Доказательство приннипа оходимости, примыкающее къ 


я) 
идеями Лелекинла, см. у Таинеря (Тобош-Ноп & В Ао 
дез ТопеНоиз, 1-9 пз1. стр. 28), 2 еще оботоязельнуе у Т. Бурь- 
тардта (А|щебтансйе Ап, Пейлшигь 1908. отр. 78). С 
злее злквийлельотна, (. Лоуйалоя. Сеиз лин хзе. 3-06 

отр. $, и Е, Сёзьто, Адене АпаТуяе, Вега 
чинах, Лебптигь 1904, взр. 88 

> О третьей, чисто аричметичесной теор ирраональныхь 
зисель, развитов Вейерштрассому въ свовхь локшяхь, мы 
совефмъ тольхо нелавно болёв обетоятедьно узиали иль сочинены 
фонъДанчерь, Уэезиряео ЯЪег Шо Зета" зоно Тисочо 
4ег птаНовеи РаШен, Лейпцагь и Берлинт 1903. 
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8) Понямемь чволь много завималоя Г; Ф. Лнипоъ (РАЙ. 
Збают Вундть, т. 11,14). ивлошивщий добытно им результаты въ 
зочивеши МуВепЪ Ива по@ ЕТгерлыма, Лейпцягь 1908, стр 
100—154. Вагляды его зналитедьчо отличатся оть ваеладовъ авто- 
ричетныхь махематиковъ. Нь стр. 124 онъ говорить: „человЪкъ, 
конечно, понатаеть, что вь свовмь мышлеви оят облалаеть твор- 
ческой способностью, мосредотвомь которой онЪ проаавольно мо- 
эжоть поялачать, различных типланыя формы, воли только овть буз 
деть заботитьол, чтобы произведьня его духь были свободны оть 
противорвзй, Мы, однвко, ие располагёвытъ такого рода творче- 
ской силой рапума*. Пролщеть этого ватляди, согльзяо воторону 
зворш Иодениндь п другихь оказыявютоя создьшемь миоовт. 
слёдуегь возразить что математика, желья достигнуть яоности 
ововжь ночяжА, ооверыенио отказынаегой огь ноакологилоснахо 
их» развит и опредёляеть ихь исключительно по ихъ 
чеобхолимиытъ призначьмът. Липисъ пронаподнть отрида- 
тольных и мнимих числь при помонкя принцимь дручленнато и 
многочленнато протаворфчь, в иррашюнальныя чибла зъ вых 
Фезконечныхь рядовъ, соверщенко не объясняя, хакь разрешаются 
тьзныъ образомь зо трушносги. Кромь того олишкомь узый 
принцинь проканорфя огрзываеть дуть ко вобмт дальнЪ шим 
формальным чполовымъ оиотемвыь, безь зоторыхь матоматика 
не можекгь обойтия : 

Невозможно такжо согласиться еъ рёптительнымъ осумденвиь 
алгебры логики, высназанвымь на стр. 154 безъ какого бы то ни 
было обоснован я, 

«) Г, Кавторъ, Иж ТЬеойе дог абопошеывсВев, Неа, 
Мэв. Аль, 5, 1571, ср. 118. См. лакже подробный разбортьтого во- 
проев вь „Энциклопеми“ ТИ А, В, 1, тр. 86 и ел., статьи К. Еа- 
т14а0з, 

#1) 0. Но1ает (о Акюше дог дла их пай Фе Тевго хот 
Мааде, Вег. 4. К. Мейв. без, 4. МИззепвевайяи, т. 58. 1904. отр. |} 
очень полробно обосновать елазь учен:я с величиныхъь 
съ теорфей шежестленныхть чисозт. Омь кладеть въ 
осволу изслфловеня изифримыхт. величиит, отьдуюция акомы: 

1. Веныя дв® величины а, Ь иахолнтен вы одномЪ изъ отношенй 


2. Дия воякой ‘ветчины имёется величина мевьшая. 
3. Сумма а -Ъ однолнасно опрезлена при залапномь порядеВ 
слагаемыхъ, 


Чара п выетЬ съ тЬзь > Ъ, 


‚ Если в<Ъ, то вифются зеличьны х п у, узовлетвориющйя 


еповю а-Рх=Ъ, у+ 

6. Не) = (&- 5) о, в, накошець, 

1. Анелоци съ делекинловокой дксЮмой кепрерывостя: если 
308 воличины разифиены на два класоь такъ, что вслцая велн- 
чина отнесена и одному и ТОлько къ одному класеу, что полый 
киаось содержать вепичаны, м всякая величина пернаго хлассь 
меньше всякой зведичины второго класса. ло существуеть 
величина { таного ролл, что вояное {> отпосится къ первому 
злассу, в венкое "СЁ по второму классу. 

Иаъ этихь аксЮиъ можно затВмЪ вывести: 

1. Анеюшу Архимеда: Если а<Ъ, то пыБется лёлое поло 
жительное число п такого рода, что па>>Ъ (надв. соч., стр. 10). 

2. Нерем стительное свойство сложены  величинъ: 
а ь--Ъ--а (амь же, стр. 18). 

3. Ко воязому огношенцо веичинь, т.е. во везкимь двумь 
зеличанамь, двиныхъ нъ опредёленномь порадяб, относится одно 
апрадёлепное число въ общем» смысл ® слова (стр. 23}, и, наконенъь, 

4. ныфетоя величина {, которая относительно любой задалной 
единёцы пыражается побныь заданечмь чиопомъ, т.е., пибеть 
ско своеё мЬрой (аз. 32). 

Блвгодаря этимъ теоремамь достигается полное отнеееше чя- 
сель къ учевю о величинахь, аль оно требуется лия приложений. 

5) Бвалерыюны В. Р. Гамильтона (1843), еще въ 1819/20 г. 
ввеленные Гзуссомть (бб зцег Хасйг., мВ. рыуз. КЛаззе 1995. 
отр. 8), нФкогдь „санашонировавные гакъ прелметь лубличиаге 
ш неодновралнаго испытаны зъ Дубликскомтъ универонтетв» (Ган- 
жель, низ. соч. отр. 5), не получили 6020 широкаго распро- 
отранени, несмотря на изт большой принцизйальный чнтересь 
к на разнообразное примбнеще ихь сазимь нзобрыттелемь кл, 
различнЪИшииь пробленаль геометрёг п механики. Но зато изъ 
счаслешя квагерыюновъ, 7-е. изъ вризметини честь а; {- . -Р 


ЧЕ -- вв» езнницы воторыхь подчицены заколалъ умноженя 
РЕВ: 


—5 


п наъ пой Г. Грассмана ризвилась опмволика векторЕаль. 
шагосчислонтя, построеннаго на двухъ существенныхь 
загонахь умнощены. Внутреннее произпеден{е лвухъ 


зевкорсеь . ты 
пара вы ЛЬ 


в, п: 
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въ вид эыралешя за а в 


а вн В шноо произведен!е по правиламль 
м-он июнь мы. -№ 
въ вид опрохфиитоля 


| 

ав, в 

ы в В, 
приземь 068 этл составиыя часты появлиются характерныхь об- 
разом и при умношени кватерномовь. Благокаря тезальному 
дару предвихфым Максвелля, которому удалосв при помощи 
поннти вектора построить формулы злектродинамикй соверщенно 
сныметричнымь  образомт, математическая физики не можеть 
обойтись безь певлоральнаго счислешя, которое играетьшь ней 
не только роль просго непомогательнаео орелельа, даощаго нозмож^ 
пость кратко н наглялно прадетавлять формулы, Раональная мехя- 
ника (ср.. напр., изяфогное сочнивн!е Фёпиля) велфдетя{6 незавиея- 
мости изложеня оть. координатной системы также станонитом гораз- 
хо бошфо ясной, хотя и нужно призшьть, что пры сподальвома. рад- 
зиты какой-нибудь проблемы въ большинотаВ олучаевь окалы- 
звется ифлесообразаюмь возаращене къ обыкновеннымь хкоорди- 
поте. Ср, пром око УГ, Ч1ЪЬа, Уъеьог Ашодус, ой, Ъу Г. В. 
ЗУПвой, Нью-Торвъ 1902, в танже Е. Харпке, Уомезипиеп бег 
Уектотениеевииия, Лебицигь 1905, и указаннуютежь литературу. 
<) По 7. Трошьво (А а8 вшег Тнеошо Йег Кошрсхей Еаль- 


боноп, 1810, стр. 11), прянихають а--52704-4., вая ас, а въ 


> 
вомплековов чноло; которое 0, иа- 


случьф ао, вали Ъ 2 а; 
=: 


зывается положитстьвымь или отрицилозьныхь. Эти опредфиены 
согласуются съ общажи отнощещями величин (вр. напр, Зо 12 
п. бане, Тнвог. АтИрывЫй И. Лейппись 1902, стр. №9 и сл 
во лень Эвлокса уже не удовлетворяется боле. Ибо чнело № 
меньше чать е3-ЫЙ, и ото стЬлуету, скалать такко относительно 
ВБ, слб в можеть быть любымь сколь угодно большимь положа- 
лельнцич, чиеломь. 

=} Гильберть разсматризаеть область тьхъ ознозназиыхь 
ц вещестненныхь фувкшй Е (бтлш рен, 2-6 нодавю, стр. 22), 
которых возважають изъ 6 при помощи 5 лЬйетый, а именно, че 
зырехь основимкь дБЙотьй я оперьми - У 1-8. — причемь 
© получилась уже при похоти трхъ дЪйствИ. Нели разоматри- 
мать эти фунюши, кашдаз изъ которыхь при достаточно болыцихь 
значензхь & выфеть опредленияй знак, какъ своего рода комп- 
лесных числа а, Ъ, то мы назонемь &>>Ъ, вели а—Ъ, вакъ функ- 
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ши отъ &, лозожательна ул достаточно больших» аназенЁй |. При 
зтихъ предположенихь, для воякаго поломительнаго иблаго д и 
положительнаго числа д число лу навфрио отридательло, т. е. 
ва меньше попожнтельваго числа 4; ор. ральнфйш!и разотдовия 
въ „була@врей“, $ 33, в также прилодеше НП, стр. 95 и замфчаны 
Пуанкаре (ВП. 165 Бо. Мабаёть,, том 87. 1902, стр. 259). 

1) „ИцешШев Чег гоеЙел РилЕНолеп8. См, О. Зто1я, Инт бео- 
4ег АПен, Май. Али, 22, стр. 806. 

) Фунишя, вохорую можно представить при помощи сте 
пеннаго ряда. имфогь ннугри области сходимости пропаводныя 
обого порядка в, воторыя впрочемь выфетЬ съ п могуть превзойти 
дюбую заданкую величину. Но, наоборот, фувашя, обладающая 
зтизъ свойотвомъ, еще не можеть быть прехотавлена въ вид 
ряда Тейлора. Для этого еще требуется, чтобы остаточный 
зленъ рада Тейлора стремился жь нулю при возрасташи я. Не. 
обкодимыя и достаточных усзошя, которымь золжны удоваетно- 
рать производных огь функц БЪ соотв иолврющемь интораалЪ, 
впервые указаны А. Привгогеймомт (Ма. Дл. 44, 1994, 
отр. 68), 

18) Функща. которая въ кочечномъ интервал остается конеч- 
вой п обдалаеть только коменымь числомь разрыловъ непрермя- 
ости пак мазопжумовь и минихуновъ, можеть быть сославлена 
при помощи тригонометричезкато рада. При иаьЁегныхь условихь 
функиы можеть стать также безконечний, ср., иапр.. Е. Р1е ат, 
Теаио @Апойуве, Г, стр. 215.; раоширить эти вопросы 0, НТ Чет, 
Фиг Тивоно Пог @роготобеевов Войеи, Ма, Али. 24, стр. 191. 

8; Гауссъ еще эналительно раньше (письмо кк Весвелм 
оть 18 дек. 181!) завималея инлегрироващемь въ комилевеной 
области вакъ иоточиикомь нерюдиниоети; у шего нуется уже и 


0, которое По ши выскизывиегь въ 


сононовь положошво |" 294 
1825г. вь Мелорте ви: 18 шбонсмен ЧЁНИез епбге Чех Пане пия- 
эта: (М. ВРшоц, мг безевое Че’ Рийозорые 4. Пийтеи- 
тивесвиии. АБВ. х, Сезон. 4ех Мабь., нып, 3, Лейппогь 1898, 
стр. Па 

и} Коши, вирочемь, назышать (Срыциез Вешфая, 86, стр. 458) 
отпознвяную фувкцйю, которая вибетЬ съ производными удопле- 
творнегь услощныь непрерывносли, моногенной вь евотовт- 
ствующей облости; вышелшее иль умогреблеше опоаначене ви- 
пектизосквя употреблялось полхнфе у Коши, Бр! онПуке 
и равличныхь смыслахь. Мы теперь обызно говорнмъ, что функ- 
щя явлзется аналитической (или голоморфной) во- 
кругь одной точен и обралуемь отсюда попяце (мовотениой} ана- 
латической фуннцти по Вейерштрассу. 

7) Теорема Дезарга: „въ звухт, треугольникахь вь одной 
плоскости, соотвлетпующы стороны которыхь пересбкаются въ 
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трежъ хочкать олной прямой, пряхыя, воединяюнця соотфтетвую- 
кие углы, проходять черезь одну и *у же точку, и обратно“, по 
Блойну (Мать. Ап. 6, 1899, стр. #12), можеть быть доказана 2Ъ 
проентивной тоомотри исвлючитехьно побрелотвом» принз- 
я во вивмаше простра нетвенныхъ отношевй, Для до- 
хавательотва жо въ плоскости требунлея ляльнЪйшие постулаты 
{у Гильберта, „бтав вет Чег беошенфе“, стр. 49, акфомы парал- 
делей п хонгрузатыости). 9т0 Явотвуеть изъ того, что въ плоено- 
сти существуегь теометр!в, которая удовлетверяеть кромф проек 
зизвыхь постулаловъ еще и аксом® Эвдояея и въ которой теорема, 
Дезаргя мо иметь мета, назо. соч. стр. 51. 

т) Прекралщев{е сходимостк ряда Тейлора нь веще- 
ствовной области для фувиши (1-2) 14, которая тамъ воюлу 
жепрерывиа зыфот со своими производными, находить свое объ» 
яснене дишь въ ед мнадыхтъ особенныхь точкахъ, 

3) 8 Те УоНезиваен ВЪег Тегов НаееВилает. ен 
уоп 6. ЗовеЁРетз, Лейпцигт, 1893; 8. Ь:е ива 6. Зеъс{Р ег, 
беотеь Че ег Вега гиовьганя оста ото, Лейнцагь 1890. 

14) Эта миель въ точешо доагьго времени господствовала вт 
хатоматическихт, предотьлленяхь. Если исходить изъ продноло- 
жены, что заши механическ! основиня поняця образують еди н- 
этвовъую = соворшосныо адократную форыу дял 
познантя явленЕ природы, то зсяяая непротиворъчивая 
по себф проблема, конечно, лолжна была выть по меньшей мБрЬ 
одно оародфлешное ршеню; зо многихь случаякь можео было 
доказать также ий олнозначность ето. Характернымь примфромт 
эгого можеть служить, напр. сузцеотвоване фукшы Грина, внра- 
яающей распродьлов® электричества за проводник волЪлель 
ндуяия олентрической частицы или же существовае петеншала 
злектрическихь тововъ, ив которое ссылается ЕлеЁыъ въ, своей 
теор\и алгобраичесвихь фунищ (Лейпцигь 1581). Если же при- 
знать, 410 математико-мехацическое объаснеше имЪеть только 
значень образа, сходство котораго сь предполагаемой тЕйствя- 
тольностью от Юль ие заНО внмо по <Е6Ъ, то существонане 
функ или рышешй закнут, пртемт., релумфется, пелзя обосло- 
вать. 

©) Тьковы. папр., результаты, добытые при помощи изобрЪ- 
леинато Декартомъ (Кавторъ Г, е1р. 631) метода ноопре- 
дЬленныхь коэффип{емтовъ. 

®) О разанчныхь доказительствахь сущеотворащя рыпень 
даффореншаленихт сволемь порвато порядки см. статью Пон- 
леве въ „Эвциклопежи“ (11 А, 4, стр 193—206). Особенно важна. 
теорема объ однозыаяности (голоморфнаго) рышеня дифференир 
альной системы, правыя слороны хоторыхь предотавляють голо- 
морфные фувищи перемёниаго около начальныхт, зналевй, кано- 
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вую теорему Пякьръ (С. Роста, ТтаН @’Апалуве П, отр. ЗЫ, 
первый распростраяьль и ий тогь случай, когда путь стреия- 
щагося #Ъ Ваяильному завалены нозвиспывго перемЪннато ие 
имфеть болф0 конечной шины. Если прахыя отороям не гопоморфиы, 
го могугь наступить совершенно друмя обстоятельства; см. при’ 


4х 


мфръ Шеаво (Маф. Али, 37, стр. 82) др. = 8х”! въ назвльныхв 


анозещими положительмаго перемфннвго & +-=0, х==0, которому 
зоотвФтетвують неррерыьвыя гопоморфныя рёшевы х-0, хаый, 
в тёкло всякая функц, которая оть 1-50 до += равна нулю, 
во для № выражается черегь (5—1. 

17) Г. цела, Ргортатии ег вв. Сезеогбевоьше ди ВегНа 
1865; Топли, # Ма. 66, отр. 182, и 88, стр. 854. 

28) Простота осковьнь ме томъ, что интегралы этих» ланей- 
выхъ дифферзышальныхь уравнев!Й порядка и, коффищенты ко- 
зорыхь суть вналитачесыя фуивди незваисимаго перовннего, 
“содержать только неподвижным особовныя точки. 

7) Эти трудности проистокають, во-перьшхл,, взр, требованя 
привести вЪ сназт другь съ другом эленеяты фуявши въ комплен- 
оной четырехаистной плосхоети въ надлежащем» аналитаческомь 
иродолщени, & залит изъ 0овобой природы особевныхь гочект, 
которы иогуть лать мъета опрелхьленноети или неопредьленностн. 
Проетыя и нёслядныя условы нолучаются правде всего при ди} 
феровщальвыхт. ураваеныхт кивсса Фукса, вт. когорыхь вс 
рьшева опознЪ олредфненныы зблиси особеякыхь точекъ. 
Связнов изложение работу, о линейныхь дифференшальныхь урли- 
певякь, создавныхь соединенными трудами современвыхь мате- 
матиловь, лавть большой НипёБиев 4ег Тиеоме 4ег ОН\егсв 
Неееьцикеа Л. Шлезингера, Ги Ш, Лейпиять 1992— 
38; ср. его мо Еюавгаак ше ТВеоме бег ПИетеннаеЬиь- 
вер. Дебпцигь 190%, & также 1. Ноги, бохбваНево ПЕбетев и. 
хыеБиидев Бебеуест Огфиали, Лэйвавть 1305, & для дазьыБйшаго 
оревтироланы Р. Раги1ет6, Те редЫне мойегое Ие едга- 
Чоп ея бацаноля ЯН тешйеНся, 3, 2, аи. Конртезз ш Неме- 
ета. Лейицигь 1905, стр. 88. 

`Рёшен це линейникь обыкновенныхь диффервнщальныхть 
уровневй хогуть, кадъ это повалывають узо прост йе етрлви, 
чаыр. х+уу'=0. их» также В позвижныя овобъныыя 
зЪота, а именно, зависяш/я огь произвольниху постоян- 
ны хъ. Относительно не ливойныхъ лифференшальнихь уравненйй 
первого порядка зида, 


Реуу=0, 


ча Ро пблая в рапрнальная фузкиы относительно у, у’ и анали. 
тическая отпосительно х, основная тсорена Пондеве гасить, 
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что не длгобраичесьйт особенымя м5ета у неподьищны, в адгебрал- 
„чееыя, вообще говори, подвижны. 

Уравнен!® укальчиаго вида, общ интеграль хотораго имет» 
только молодвижиня соки ралвфтвленя, можно, далфе, по яз 
олбдоващичь Фукса и Пувнкаро, 

1. иравестя къ уравненю Риккати поередетпомь радональ 
наго преобразования, есля типь уравнешя мекдуу и у” равень 
нуйь 

3. воля тишь равонъ вдинип%, го обийЙ иялеграль въ су- 
щоственномт звьвелть оть озлиптической фунвойи; 

3. воли чипь больше одивицы, 10 общ й ивтетраль влев- 
браически зависить отъ пооффицентов», урявнени, 

Совершенно хрумя овойетва обнаруживаются уже въ диффе- 
реншальвыхь уравненыяхь второго порядка; здфеь могуть 
Фыть таже подввжныя из алгебровчеехя особенных мега. 

Для класса лафферонщальныхь урьзаешй вида 

У 9, 7) 
ль Г рашювальная фушицы’ отяосплельно у’, алгебраическая 
оэтносйтедьно у и ачалитическая относительно х, извфевны по 
Повлево зоЪ формы {, при когорыхь обибй янтегрьль иыбеть 
зотько неподвижных точкя раавталешя. 

80) Ср. Канторь, ПТ, стр, 159: .26 окт. 1675 сдёлакъ быль 


Зридо еыё зо у ро 


зедихЙ шаг отерышя вовего азгоритми 


эт, оЁ {. | ого опа. 1 14 696 зитили грвотаа 1; Й зи ват 
сай зашли. 4 АНегельвиа, 
м) Эй лерь, Интогридьное иочнеденщо, переводь Свиомова, 


ВЪна 1828, 15 И: зав / вазывають обыкновенно суммой, что 
зознияаеть паъ ложнаго Поняця, було интегразь воть аль бу 
сумма зобхь лиффереящеловь, и что столь же епрьвилько, каь 
я ходалее предотавдене, по которому лНЫя состовть поключи- 
польно изъ зочехья; $ 20: „Такъ какъ интегральное исччелене 
воть обратное диффервишальниго мочислеши, то ово, какь веб 
обратные метоль, знакомить нась сь новымъ родомъ величинь,и 

2) Вь этихъ случияхь прибфгали къ различнымть метолаль 
валлокени изтегрируючой фрикиРт яз рать, кинлный метолы тт 
дажломь отлфльномь случа могуть, конечно, оказаться доста- 
зотными. 

83) В. Взешань, НаБапаь зе ШЕЕ 1854, Оея, ЗУскке #376. 
етр. 205. 

#1) © мень вр. звифчейя Дини (0. ИЛЬ бгалвией И 
еще "ПРеокть Чех РичБЫовел, Пелабне беато йо уси 9. ТазтоВ\ ата. 
А. Зепорр, Лейицизь 1992, стр. 317 — 345). 

25) Тбзь самымь, собетпонво, зпопиб опредйляется поняще 
поверхности, которое нанвному поннмав!ю предотавлялось само 
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по себЪ существующей велячиной или опредфлимыиъь числовых» 
зпомещемть, 

№8) Звчвтви учены о хомплеоахь имфюлоя у В. Во|яацо 
Рагадожеп дез ОпепаНсВел, Лейпцагь 1851). Омъ эвель вь уно- 
треблеше сшозо «Мепае» (номиленоъ), онъ говорить уме, подобно 
'Дедохинлу, © безнонечныхь кожплоксахь (компленсь вовхь 
истииъ безконеченъ, стр. 21), о комплекеВ вовжь чисель; ему 
лавфстна хафанториоя особенность беаконечныхь комплексов, 
"что они могуть быть приведены въ олно-олнозначное соотафтегве 
съ правильной частью ихьсамить (стр. 28}; затбхъ омъ разви“ 
заеть поно равенотра хомплекеовь (отр. 31); во лальнфйщев 
разомотрьне приводить 60 къ тбить кажущимся протияорфчямт. 
зоторыя омъ назывветь парахоксвмы безнонечвато; 
эт послёды!е и теперг. еще не вполнВ устранены, см. слфдующее 
примфчане. 

=) На вотравильномь нонимвии нзслёловны!й Г. Кантора 
я послбдовельшей твори вомплевоовъ основано, повидимому, 2 
эвленю Батмаыя (Т. Ваптояит, КеЙфаене Ветомгалаев хит 
зоодегоей Маветанк, Озьуа@?в Аршывы ег МыбогрьПоворые УТ 
отр. 201; ор. также замфчант въ РеНзеВЕЙЬ Фиг рЬЙов. КаРОШ, 
т. 01), что Кашторь провавольно вымышость попят®, которое из 
можеть быть завершено, и утверждаеть о его существован?и. 
Правди, Гауссъ говорить олфлуклщее (ВМеРкеоЬзе] пы Зебий- 
табель И. отр. 208 [18912 („Что ше полетом Валио локола. 
тельства}, 10 я прежде всего протестую противъ употребленя 
безконечной пеличены, какь совершенной, ито нЪ мале- 
малик$ никогда ме мощегт быть допускаемо, Пезвонечное воть 
тольно №ыон 4е раШет, в соболвенно говорятъ о предьлахь, къ 
зокорымь тавфотиыл отвошены приближаются сколь угодно 
бвизно, въ 1о время какь друмя отвошены могуть расы безъ 
ограниченя“. Но этоть протеть Гьусоа отновится прежде 
всего къ упсгребленьо, наное Шумахер» въ ловваалельотвй 
теоремы о сумыЬ утловъ треугольнина совершенно неопредьзен- 
мымъь образомь ольлаль изъ разомотрьшя безконетныхь иро- 
странственныхь углонъ, & тазжо и къ аналогичвыиь попытяамь 
хоказать ацйому  парадлельности, напр. къ попытк Бер. 
транл. Гауссъ навфрно не возражаль бы прогивъ логиче- 
зкихь образовайй Кантора, стремащихся выяснить. РЪ ка- 
вом бмысд® можно Проязволить лочныя «вычисления» ©» оезко- 
незными миогообрамязти, хогя м повыйЪ еле отдфльные вопровы 
этой молодой зиециилины не ваолнф разрфшены. Необхолимо 
подчерквуть, что лъ тоори комнлекеовь и теперь еше ямются 
парадоксы, 1.2, ниутреные противорфчивыя выоказыво- 
в. которыя могуть вытовать тольно изь несоотвфтотвующаго 
ребширены понаия комплексов. Но чЬМъ объясвать 10, что 
такото роди расширев}е вообще могло имфль мото? 910 овно- 


т 


вно на томъ, Что до сить порь не удалось опредёлять понят 
комплекс эпемонловъ воольЪ доотвлочнымь и безукоризыеинымь 
образомь. Если ыязваль комиловоомь вещей веякую вовохуп- 
ность таковыхь, прв которой момно какимълибо образомъ рЕ- 
шить, относился ли къ ной кавая-нибудь вощь или нЪфть, го подь 
это ионаме подивдуть и таше комплексы, изолЬчопан:е которыкъ 
приводить къ парвложевмь, нёпр. совокупность веёхь пощей 
ихи совокупность вок комплекоовь. Нышдежить поэтому доз- 
жнимь опразомь отравичить понаЮ комилекся. 

Свовобразныя трудности возникеють уже тогда, когда пы- 
замются привести повате хохцлекса въ связь съ понятемь 
величины. 950 посдёдиве  поняше  требуеть, чюбы о 
двухь воолнЪ опредбленныхь хомплекоахт, всегда можно было 
высказать трехчленнов отноше «больше--меньше--равно», 
иназе его яообше пельзя примфвять. Но поняме эввипа- 
лентности нриволить къ четырехчленному различен (сер. 
Е. Вог, Техолз зиг 1ь ёоке 463 олобоа, Марижь 1898, отр, 
102). Вь двужь помплексьхт. А и В сама по собф исегла пыпол- 
яены озфяующуя чезыро другь друге взаимно покпючьютщы отно- 
пеня, изь которыхь по чного логическиыь основышямь одно 
хеобходимо должао имфль ыЪото: 


1. А эквивалентно части № В -— части А. 


2. А оквивалевтио части В, В не онравалентно никакой 
ласти А. 

3. А не эквивалентно нижажой части В, В эквивалентно 
заоши А. 

4. А не оязивелеятно накахой части В, В — ниваной 
чваты А, 


Далфо монно доназать, что дов безконечныхт комнлексй, 
Зховлезноряюцие уолошамь перваго случая, оканьалентиы. Эта 
заорема, которую Г. Еваторъ уже раньше предвилёть и при- 
МЁЬниль ръ качест индуитириаго придцепа, виорвые быда дЪ8- 
ствитольно лояазана почти одновременно Шрелеромъ н 
Бернштейномъ (ор. Бороль, чаав. соч, м @. Неззец- 
Ъегр, Чтио@БодтИЬ Дег Мелбешорке, Холтягертъ 1906, отр. 36}. 
Съ другой стороны, для двухь конечныхь комплекоовъ влу- 
чай | викогда но ичфоть хБета, & случая 2, 3. 4 воотвьтству- 


зь зокдв зродчауиномь дризый 


Зоаьше, дечьшию ви ришно. 
Но если исходать изь общасо поняйя кохилексь, вора не 
предиолагаеть, чтобы комллевсь можно бы10 построить ло из. 
вБотноху принципу, напр. по принципу порядка, то, новиди- 
мому, нельзя общимь обрезомъ доказать, что четырехчленное раз- 
дЬлеве можеть быть призодено къ трехчленному, соольфтотвую- 


здему огаоменаыь >, <, изи, другими словами, что во 
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комплексы сыми по себЪ могуть быть сразниваемы по по 
нятБо величия. Ато, охпано, можко долязятя, еоши исходить 
изъ вподиЪ респредбленныхь компиеноовт, т. в. ТВЕНЖЬ ВЪ ко 
торыхь же только хля дежщыхь двухъ опемевтовь можно уазать, 
предшествуеть ан одинъ вать нижь другому пши нфть, но въ 
которыхь мыЪетоя тазые и перны В элементь, козму никакой 
другой ме презществуегь, Два лполы® распредёаенныхь безко- 
нечных» комплекса Ми М вобгда каходатея зЪ тавомь отно- 
шов, что либо М> М. либо М «М. либо, назочедь, Ма М 
х посяфдьЕй случай, во торемф Борыштейна, имфеть мот 
в частности тогда, вогдь часть М1 огь М сививалентая М и въ 
то же время часть М1 оть М экривалентаа М, 

ели затровутыя сейчвст трудности увазывають н&. то, 910 
повиив компиеясй слфдуеть должнымъ обрызомь огравичить, 10 
руно задит. причиыу пьрвдодеомт. зори помнлолсоль въ ло- 
твчеехи налравильномь ихъ употреблеяш,  хотораго 
пра издлежащей осторошности легко можно было бы избфгнуть, 

Есши вододать выЪотВ съ ПРёнфлисомъ (А. Зейбш Нез, 
Ге юрвенев Рагадощен 4ег Мезроийелге, абтезьег, 4, Фешёзсь. 
Маль. Уегери. 15, слр. 19, 19068} изъ того, что веб умовакзючевя 
ивтенатихи основаны на принцип противорьн, то это прежде 
зоо значить: дов утвержден ‹повшю 4 соотеётетвуеть по- 
вац@ въ и сповятю А на соотяфтетвуеть подяме а, носовым $ - 
ста мы. Но изъ этого не опблуеть, ч1о ВЪ ТАБОМЪ случа одно 
изл, этехъ букден!Й бозусдовно додино быть правильнымт. 
Это будоть только тогдв иифть мфето, вели понял А ие саме 
не противоръчивы, и только вры отожь молчаливомь прениоло- 
жешщ аъ норозможности протироположноеги какого-нибудь ут. 
ариев ватонаоть это самое утверяденю. Такого роль вяу 
рениз-протинарьчившиь понящень датяетоя ззодзаноа Реоое- 
шомъ понаме комплекса М вобхь комилекеовь и, хоторые сами 
себя не солеркать въ количеств олемента, ибо хопутевне, что 
М само себя содержить паяъ злоченть, равно навъ в протавото- 
дожвое допушен® оба призодять къ нротиворЬчно; точно танже 
обстовть, ло Шенфлису, 21 съ пзвфелнымь парадоховль- 
нымъ хомплексомь \ повхъ виолн® распретьленныхь коммдек- 


<овъ. 
"Плеплоще такого фола паралокоовъ побудило въ педавнее 


время математиковь первостепевной авторитотнаоти вообще от- 
пергнуть теорю комилекоовь, какъ пепрарильноо раавише во- 
ша знела. Вт своей рьчи о «Булушемт, математики», пропз- 
зессшной на чатвертомь межхужародномь понгресеЪ математикоть 
1908 с. въ РамЪ (Нез копи @Ё Рыегшо 1908} Пувикаре, . пол. 
зеркнувь пользу торт помпловоовъ для хоори фунниуй, ска“ 


залъ: 


ее 


«Но случилось тежъ, что столкнулись съ парьлоковми, съ 
аввыми противорьфяхи. Я со своей стороны полагаю, в нея 
одинз, что иужно поегль вводить зольно тая вещи, котория 
можно внолн оирехфлить при номощи коночыаго копичестна 
словтъь. (Ср. Пузнкаре, Наука и методъь, Олесо» 1910, отр. 46). 

При всем томь пе представляется вБроятныхь, чтобы въ 
ближайшемь будущемь учвы16 о компленсихь елаца разоматри- 
заль только зъ зачествЬ излереснаго патологичеснато случвя, 
кавъ ото полагаеть Пузыкаре. Понятя точин пакоплен!х или 
пограничных мФотъ безконечнаго комилекев, эквивалентность п 
исчислимость суть фундаментальныя образован Я назтего разума 
которыя слешкомъ глубоко слазаны со вофмъ строешенъ мало- 
матикь, чтобы яхт, вообще можво было опять устранить 

88} См. ©. Самог; Иже Векталании бет фганкбщНен Мепдеп- 
1ввте, Май». Али. 46, стр.405; ср. Рейе Ри 4, Гая эт вла уаз 
зоПеп.., стр. 17 (Русск. пер. ер. 58). 

32} Что 520 ие так, показышиегь Г. Канторь, назв. соч. 
Апи. 16, стр. 481. 

®} Цо ШЁувиалю (7 Том: 


Це, Тоаги. {о лай, #8, отр. 138) 


жсякое вещественное чнело Е, которое ярляется корнемь (непри- 
водимаго) алтебраическаго уравчевя "708 стенени ст, коеффи- 
шейтами изъ цфикь чисель, удовлотворяеть норзвонотву 
те 
Ч 


вели р, 4 пЁлыя часла и 4 лостаточыо велико. Ибо это неряьеи- 


етво удовлетнорвьо дли вофжь пробей = дежалцихть еколь угол 
па близка въ порию 6, есле 4 превосходить язьфотнос зависящее 
отъ $ аналонв, и оно удовлетворено тазже для зезхь робей, 
которыя отличнотея отт # больше чФыъ на Ё, воле толужо знаме- 
ватель Ч выбранъ таль. что т 
9%" 
Еель теперь можно показать, что для цёлыхт. чиеелъ 4, ипре- 
восхолящияхь паяфотный пролфтъ при пюбомь опред лен- 


в 
а 


то 8 во можеть тловлетворять никакому алеебранческому уравве- 


Янг 


вю и-той млепеия и, слфловательно. оно транспендентно. 
Но чакого рода число дасть строка Л?увилия: 


если вс цёлыя зисла х меньше 10. Д®йотвитедьно, велв _Р_ 
я 


воть суммь порзыхь т зленомь, и, ольдовалельно, 4210, хо 


Г 
ау 


& посему 


я аа! 


вели заять ш-> п--1. Получается, накъ погрудно видёть, ном- 
плесоъ транодендонтныхь чвовль мощности непрерывности. Заа- 
чятельно проще разсуждене Канторь, основывающееся на пьр- 
зыхъ понятяхь теор комилевсовъ. Всф адгобраячесяы числа 
между 0 и 1 образують почисляный комплекс: а завъ валь не- 
прерывкость неисчислама, то должно существонать бозчисленное 
множестно транонендентиыхь чисоть. 

*") Чно линейная ненрорывность невочволима, можно пока- 
звть по Г. Кавтору слфдующимт образом: 

Пустьль па ь,,...будуть абециосы любото, рьснолож ен. 
ваго по индексамт, т. е. нетисимаго вомилексв гочекть на отрак 
®,1 и пусть, напр. и, «Син тогда въ громежутюй и, за навфрно 


дежить одна точка прямой, которая ве принадлежать вт, этому 
хомиленоу.--ПЬЙствательно, пусть ©, будеть порвая точвв изъ 


яда и, которая лежать между и , м, первая затВмъ точка, 
р , р уши, 


между 0, из; ®, первая послЪ того точка между 


Ре; «2 въ оно 


очередь первая точка, находящаяся меялу 2. . 1; 


т, первая точка зежлу г “ 


1 и 
7 пород зат м точка ножлу "р м: 

зосла неф ть образують рядь восхолящ! й имотЕ ст индедейми, 

а я, — риль нисходящ! вмЪстй со своими инлековми, и 

важдые , воть м: каллое "; воть ин.Далёе возмомны два олу- 


зал. Лябо мать рошаюсо обрипаотоя, потому зто ры 
в 


пула оорома Коназаа, ибо во нроцесс провваетоя быако- 
;логда сртествують прелльвая значен!я У, зу для Тру. и 


Бо точка # не можеть приваллежать къ исчислимону комплексу. 
Коли бы это ныфло мфоло, то ® доджно было разияться му, вдВ А. 


есть вполыф опредфиенны Е индекоь. Но съ другой огоровы 
я 
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> вые, и сибловательно %,; > чы 
для вояхаго сколь угодно большого зналена йилий; ; #0 это невоз- 


можво; потому 11О рт. восходинцомь рчи® 9 мошио всегда одё- 
шоль Ъ столь больших, чтобы и > №. 


Приде ариометаческов ДОБвдАлельство при помощи кзиторов- 
влаго метода д{агоналы. Исчислимый комилехсь лекащихь 
межу би } чнсель 


а, аъ аз... 


можно продотавить тт вал ряда десятичнихь дробй 


0, а за биз... 
6, аа ар а. 
0, 21 аа ара. 
въ которомь зада цефрь од, икБеть виолыБ опредёлонное зна- 
звы в, води неключить тБ олучам, ръ хоторыкъ воЪ о}, начиная 
съ опредбленнаго индекса ®, равны 9. Въ такомь случа дробь 


ор, 


цяфры 8 
содержится нь исчиелимонт: рядв а. 


=) С. Къшфог, Торти. #. Май. 84 стр. 950, 

®) Что нвпреркиное я олно-одновначнов отображено точевъ 
зшутри крадрата ва примолвзойный отрёзовт невозможно, можно 
убЪдиться, напр. олбдующячь образомь (р. А. Зовбиййея, Фев- 
тезрет. 4. Гепёзев. МайВ. Уетого, 2, Етайпеалязьаюй 1908, отр. 20}: 

Если бы точкы внутри квадрата могли укизаннымь образогь 
соотвЬтотвовать точкамь отрЁзва примой, 10 веяному принадле- 
жатему къ ивадрату отрызку должень быть бы соотьфтетвоват 
интерваль на прямой, & слЬдовательно дзумъ параллельным 
отрЁззамь внутри кладрата-интеризаы бееь общихъ точень. Но 
танихь интерволовь ныфетея на прямолинейномт, отрЪакЪ только 
ночисзимый компаедоь, нь то врчмя кыкь параллельные от- 
ХЕаки кл, птороявмь квадрати инЪфють мощвоеть кепрорываостя, 

=) Ср. А, НоволЕ ея, КовиусЬ, 1. Теёге уов Нев Рап- 
заза аЬркенен И, 190%, стр. 149—194. 

35) Ср. обь отожь догазатольетно Е. ХиМо, ралфе уже данное 
2. Батоб’омь и Е, Татвепе'омъ. Тоцги. Е, МаЁ, 86, слр. 268. 

з') 6. Ровло, Мы. Аша. 36. 1990, отр. 157. „Польмемь дяБ 
однородных непрорывныя фунищи =, У вещественыьго перемфв- 


которой выбвраются зоегда отличными огь 9 и ан, че 


поЗ=З10 << 
шего # воторыя принимають лов значешл 0 Св 10 Зу с 
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когда { проходить через инторралъ 0. Жоли назвель непрерын- 
вой кривой ифехо точекь, координаты которыкь суть ненрерыз. 
ныя фуяюци поренфввато, то мы получаемъ дугу кривой, хозо- 
Фая проходить через. вс точши кпцхратай. См. ташые Е.К тер, 
Уонезаяв @рег ОЁНегеюа-пп@ Табебтатесвиале, стр. 230—241, 
зд имелся твежо кривая Гильберта, и А, Зе бпЕ11е3, 
ЕазтюНиов 4ег Шовго уов деи Римьюапи р викеНеи, 1, стр. 121. 

>) Ор. А. Натиатя, ебех 4, Вах, 4. аНрош. УВеоме 4, 
„виауЁ. РапЕНовен; пфего. Майе, Копргеве РаиеЬ 1896, Лейнцигь 
1848; стр. 9. и Г.П. Ашев. Ап АЯбьтео фтевниет® 04 воле 
ртоЫетя 1, зи уве зНиь, Балтамора 1905, в также излоноще у 
Озкоей, Роокноретеоцо Т, 1, 1906, стр. 120, 

3) Французоще математики разлачноть еще абсолюхно ео- 
верменный комплект, о нотором» гозоритея нъ лено, й отно- 
сительно совершепный.. Порвый тождоствогь съ компдекоомь 
вый погравичнихть точект., евоой п роизнодной; второй тоже 
содершить тотки своей проилволной, во можеть солержать еще 
\ друмя точви. Возможно, одващо, доказать, что воный относй- 
тельно совершенный компяекоь составлень изъ абсолютно совер- 
шаянато п я7Ъ исчислемаго кочилекой {ер. Вер} х зон, Ао 
Магиеш. И стр. 419). 

*) Сл. рефорать ПТовфавов, Фелирсме Мы. Уые. 8 
1900, стр. 177—817. 

Основная теорема интегральнаго почисленйя состоять, кавь 
язюфотно, вЪ тОМЪ, что еслв въ кажомк-нибудь интервал а, $ 
зромаводныя днухь копрорывныхь функшй Г (2), Ф (<) воющу 


конечны и равны другь другу, 1 № и 4 могуть адфер, отлчатьов 
зольво’ на постоянную. Но эти теорема можеть быть расшираиз 
ка тоть случай, когда такое преднолояене пенхЖеть болфе мфета 
и когда въ 4, 5 имфется коупланет. ЛГлоликть, вт, ногорыхт ничего 
нопавЪотно о тодь, что тамъ бывиеть съ соотафтегтющими про- 
ваволными, тавъ тто отв посяёда тамт ибо ковечны, но ие 
рявшы пругь другу. зпбо нообще не помотны. 

Если, дальше, М прелотанляегк не новеюлу одинаково плол- 
ый комплевсъ, т.-е. воли шь кахдомь частачаомь нитерьы В оть 
в. й вь свою очеркль им лов пиуервиль; нообьае по уодерлаащу 
ликажнхт. точек. М, то можво показать, то разноеть --11 посто- 


иный, если образованный изъ М й его погравичныкь тозевъ ЛИ 
замкнутый  хомплекоь М = М. М’ полиодьмь. Ср. А. Зе Нбр 
У1ез, Фантевфаг, 4. Толиясн, Мавь. Уегофл 8, зып. 2. отр. 212 и 
сльл, в также стр. 816 дополнительнаго тов, Лейпцать 1908; 
Н. Березине. Гасонв зиг ГыЁбитамон, Пврижь 1904, стр. М 
м в. 

1®) Призоду извфотную теорему. это функщя ноупленсмаго, 

1+ 
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первыфинаго можеть въ паждой точ$, лозиищей внутри област 
еи скохимости, принять только исчпеличый комплексъ- 
различныхь эньчен{ И, хакъ это легяо доказывается прх 
помозця разоукдек!з, ирехзоженааго Пуантаре (Невёфюовы (Е 
Раегто, П) в откосящагося къ нохплекот необходимыхь дле 
опредёлешя фуниши нъ любой точеВ области ея сходамости эле- 
ментонь фувкд/и иди анилатическихь продолжен. Другой при- 
эЪуь предолавимекь зворомы Маггигь-Пойшорь. рн помощи ск 
можно однозначную функийю комплеконьго поремфинаго, облала- 
зющую почисдимымь комидедсомь особевныхь точезъ, предетавить 
нь вид вналитизоскаго выраженя, которое опредфлжеть эначево 
фуниши во вофжь не обобенныхь точкажь и вифотЬ съ тФмъ. 
своей формой раскрываоть природу каждой огдВльной особенной 
почки. 

№1) Сы: Н, Уефег, Калу. а. Мотенёатииа ета Ь, И, стр. 
Н. Ройсаге, Тль чйоиг й6 1а ваетсе (м. пер. Лейпцарь 1906. стр. 317 
п сл; впрочемь, механика псхолять изъ апатительно болфе ене- 
щальныхь предпосышовь отвосилельно разсматриваемыхь изъ кей 
зеомотричесвихь обрьзован!й: вели вривён образована двидешщемь 
тозки въ смыть мохаваки и если мы одновременно пргурочиваемъ. 
къ ней движевйе вт, оволюгажь этой криной, то рЁчь илеть о по 
пускающихь неограниченаое хифферонцировавю криныхь, 50то- 
рыя въ большинствв спучаевъ предполагаются аналитическнуй. 

Но крохф отахь логачесдихь затруднен, которыя можно 
разрЬшить только пря помои соотьфтегьукящихь теорета но-по- 
Эвавательныхь согльшешИ, имфются ещё в нфкоторыя друна 
прачивы, зырудняющыя въ яастоящее время боле общее 
пзодфдовыше основь механнии. Вь частности я отношу сюда ги- 
потетнлеское лопущеше постоянной массы, играющее су 
щественную роль въ ныютоноволой мехавие$, 

Это допущен, лазущее впольь узовлетворитедьную теор 
движешя в Боомой матери вт старомъ сынол% (вилоть 
до явлеь, вознизвющихь при ударь), можеть быть сохранено, 
виролемь. и тогла еще, когла рёчь идеть о свободной въ 
вфсомай матери снотемЪ, построенной поключательно по завонали» 
твори элевтрозаснатнаго излучешя, Но всякое в сомов ло, 
нахолиееся въ соотояыш двяжев1 и, содоржить навязу еь 
зпергей своего посту пательнаго движоны еще вторую 
соелвыную часть энерми, в именно, прачастную охому движению 
эвермю зучистой теплоты, и эт обЪ части энори не могуть 
быть такт отдклены другъ отъ друга, атобы одна ить нихъ сота- 
залась опредфленной мекпючительно обычемиь повзцямь масон, 

ДЬЙствительно, вели опрелЪлять хасеу череть кинетическую 
звергю, то въ эту послфдяюю пходить часть, зависящая отт, тер- 
мохинамическаго состоянён системы и, одфдовалельно, оть вя теме 
поратуры, & мх тапомт олуча® масса не может. быть боле раз- 


з 
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«<матризаема закъ постохиная.Но вь тону же результату приходятьк 

зьтомъ случа, вели опредёшить массу черозь количество движешя, 

ели Г. Герць отроаль ещо янвлитечесвую механаку нь 
трежь осповныкь попиыяжь проотрамохль, эромени п по сузце- 
-отву своему посхояннаго чнела массы (50 послЁлиее, понимаемов 
хадъ число атомовъ въ опредьленномь объемБ, полидимому, со- 
хравицось еще въ его изложены вакъ послЁднй остатокъ схола- 
стичесвихь предотазшен:й), то нужно въ вондВ конповъ привын- 
путь разомалризать это продотавлеве только кадъ перзов при- 

«@лижен!®, остаточное, впрочем, хая сужлешя о вопросахт, 

при которыхь термодинаничесня условы лишь мало узаляютоя 
отъ вбкотораго срельнго состояви, Эта трулность, во замфчаню 
М. Планка, ч6 можеть быть тетранена и посредотвомть рвали“ 
зов нотннной и кажущейся массы. Ибо истинная масса, 
хашт чибто лосичосное предотаалене, облальеть тогда, конечно, 
ввизыБенобтью, во авто исчедаеть вя отношеше къ кинетической 
зшерЧи или къ количеству донжены, оть чего механика, не ножеть 
отказаться, 

Такимь образомь познихает® звлача такого развит! механики, 
‘чтобы вя ‘основы оказались нь соглаби вь вышеуказанними 
раслтаренными требованиями, ‘вытекающими изъ призципа энер- 
тгя. Ср. недьвно опубликованныя соображения М. Планка, ле 
Тулин Е Ъетевлег Вумеше, Вог. @ Вей шег Акад. 1907, Уеде- 
зализ Авен т, 35, 1908 м Азшмей 8. Машерьйокорше т. УП, 
стр. 296, 1908, 

193) Г. Ганхель сше въ 1870 г. (м, Май, Али. 20, отр. 63} 
казать вравыя, потормя для вефхъ ращональныхь абоциесь пе 
имнить касолельныхь и, нипротивъ, лля вобхь ирранйональныхь 
збодисеь имфюзь только таповым (етр. 89), ранно какь вризыя, 
хоторыя для вавлой рапювальной абецисоы выфБюгь безвонечно 
много безконенно малыхь колебан!й, но съ опрелфленнымт» напр 
вденТемь васахельной (стр. 83), 

Извфетный примёру Вейерштрасосв относится еще иъ 
1891 т. мо быль аиублияонни ипервые въ 1874 г. Дюбуа-Рей- 
мономт (Уопгий г Майн, 70). Хр, Винеръ пчталея въ 1891 г. 


«опа. МН. 30) даль агиидное проделано кривой Вейер- 
новий 


ее пня р менЕВ 6. 
детиныены пай портынесьышив лы больные, Лобнцыть 1908, 
стр. 83—КИ); вакъ это на полезно, псо же дЬйствительное предета- 
юлолйе продфльниго случая является столь же понозможнымт, вать 
виыр» изображен! е поннлев безконечно многижь мажсимумовъь и 
зипимумовъ, которые въ сколь угодно малом интервал асюду 
плотно расположены.—-О постровши тавихь кривыхь ор. вроиб 
ианфстнвго сочинени 0. ур, также Е. Ве: 1162, Збенекей 
ша ОНегенымапонень, МаёВ. Апи. 52, 1809, стр. 58. 

О сонременномъ понжым кризой ер. еще 1, Рогро{вь Ош 
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ЪВе атИБтлениА оп ог панель, Вол. Атлепе. Май. Зозебу, зы 
1999, $ Вн Ь равно как» Казшет, Тье ртезерй ргоете оЕ 
Сеотебу, Ва]. Азпегю, шаЁ В. вое. 11 стр. 283. 

365) Ср. напр. №. Юет, Тне Еулизот СоПодайил, ееншея о 
та ЛелоаЯ1св, Нью-Торкъ 1894, особенно лекцуя У1, & также стр.212— 
233 изъквиги Алуепачоа Чех ПИетеоНа ой Табовсойхосвочие 
ваё беолвёме, Лойпцигь 1902. 

24) Ср. сбь отомх тачже уеязаыа 3 Лииламаня яъ его. 
перевод „Тл всеное её Вуро&азе“ Пувыкарь, етр. 270, 

105) Кром стальн Ф. Экрихвеца въ «Энцаялопедя» ПЕ 
А, В, Т, ом. еще сочнизыш В. ЗЕяско1 ый Е. Ешдо! Та 
Треопе4ег ГагаШеИриел. Лойнцигь 1895 и В. Вово1а, Тю щевчев-- 
ЗМ веве беошевца, инфы, пер. Лимбына. Лейццигь 1908 (Р. Бочоль. 
Нееввлидова Геометря. СПБ. 1010). 

106) Учасце Гатсса оъ разви и геометри Побачеволаго въ. 
ивотоянее время вполнф выяснено. В+ лиеьмЬ къ Ф. А. Хвури- 
жуор оть 8 ноября 1304 т. онъ ипдиоть: < Воть уже овышо 0 лЁт 
важъ и завимаюсь Этимъ предметом. Допущеню. это сумма грехт. 
гловъ мельше 180? приводить къ совершенно особой п отличной 
оть вошой геомотрйм.. ВеЪ мои отаращн найти противорьия зъ 
этой нознклидовой гоомотри остилясь бварезультатными, в 
елизотвенное съ ней, съ ЧЬмь не можеть согласиться нашь ра- 
эры, око 10 что воды дым истинны, то въ пространоть®. 
должна ииБться опредфленязя цо себ (холя нанъ. 
яеизьотпая) зипойнан воличина». Разнымт образомь онъ. 
въ пасьмв зь Ф. Бесселю оть 2 хинвря 1829 г. говорить: 
«Мое убфидоше, что мы но можемь обосновать теометрно вполаь 
& рог, ете боле укръпалось. Пра всемъ ломъ, однако, я эфро- 
этно докго еще не пристуцлю нъ обработк® моихь общирныхь. 
вася дованЕ И дня опубликорашя, и. быть можеть, этого вообще 
пе будеть при моей жизни, таку кал я бомсь кривовт, баойцевт, 
эсди я цБлизомь выскаыу свое мнБнЮ“. ЗатЬмь въ письмВ къ. 
Шумахеру (ВмеВуесйзеЕ т, П, 1831, стр. 260} говорится: «НУ. 
золько недёль тону налаль я воелаки звяиевть ное-что паь 
соботьенныхь мопхъ размылилен, которыя отчасти достигли уже 
46 дЁтвяго возраста и изъ ноторыхь я ви разу еше ничего ве. 
записалъ... Я все-таки не хотфаъ бы, чтобы это по. 
табло ри ог $ со мной». 

1") По мнЪнвю Канта (Ерьтида чиетьго разума, учеше объ. 
влементахь, часть Т,отл, 1} «пространство есть нвобходвмое апруор- 
жое предотавлеые, лежащев въ осковЪ вефкъ выфынихь натляд- 
вфжъ продотавденИй.. Проетранство, слЬлоралельно, сзфдуеть рыз- 
оматривать закъ услове зозможностя авлен!И, а не какь зашися- 
зщео оть нихъ опредблене». Съ содержещимся здёсь, вт частности, 
пожалуй, подлежащимь видовомфнешю ученвыъ отрансцов- 
деитахьной ндезльности пространства сослелквотен 
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пТ, Гельхгольць ([ Тавасвен 4ег \Увхтлевтаиов, ог. 
Зе н Нейеп, П. 1878, сту. 217) въ виду фазологаческаго зашона. 
специфическихь энергий: чузствъ. 

Но Кашть разматриваеть тоть янобы факть, что ‹воЪ тоо- 
нетрическ!я положена имбють аподиктическй хирвятерь, ч.6. сва- 
завы съ созланемь ихъ необходимости», кань локазательство 
того, что они п вь отдёльзыхь свозхь выскавьзашяхь даны 
до всякаго опята, между тфмъ наль Гельмгольцуъ очитаеть воз- 
можныхь учеше о траноцовдонтальной идеальностя пространотн, 
какъ облией формы натиядняго предотавлены (стр. 234, вр. таняе 
ириложене П, стр. 256), во отЕюдь не признаоть отдёльныя вх- 
сюмы зв аполнятачесыя высназывани. По ето инфяйо „учеще 
Кьшта об» аирюрко двнныхь формажь воть ясное зыраженю 
положешыя вещей, Но эти формы долшны быть бедъ содержаыя и 
посталочно свободна, чтобы привать всякое содержание, хогушее 
получить форму воспрукня, Ахоомы же ограничивають нагиалиоь 
представлен! така, что ужо де возкоо мыслимое содержьне. 
можеть быть принагоз. 

Несостонтеляяость вогляль Кьнть нь природу зкоюнь каль 
синтотичесдихь апрюрныхь полодеыВ явотвуеть изъ непротаво- 
рЕчивой возможности раазичныхь геочетраческихъ системъ, ното- 
фыя полжны были бы основниаться па протизор $ чащихь 
пругь другу впрГорвыхь сужден[яхъ При этомъ 
ваглялА мелкая была бы такие пролости опреч®ленной траяитит 
между положениями «очевидными» и нуждающимися зъ локаавлель- 
стоф. 

Ч А. Шопентсаторъ поздыфе разематривать састезгу 
Эвклила. какь ненужное софистическое мудротвовыюв по ервзне- 
ыфю съ судеренными высказываЕНии атрорваго насляднаго пред. 
охарлошы, нас по порошаеть. Въ посафдаое промл п матоматакы. 
яапр. К Циндлеръ (В1ЕлкоезЪ. 4. к к Мене АЁаа.. 
РАН. ВВ. Е!а5зе 118, 1989, стр. 1) примкнули къ отому васляду, 
воторый противорфчить стремленйо хъ познаю илъ возможно мень 
швго члсла недоказанвыхь предпосылокъ. По его мнфнрю, новЪй- 
шая теометИя съ ея прежнимь равиодушиемь къ призцииуаяв- 
вымь изыскавямь ирляетоя диоциющиной, напболфо праблиша- 
щевся къ идеалу матемалической науки (отр. 48) Этогь наслядъь. 
зфроятно, раздбляотся только шемпогимя; лучше псего онь 
опроворгаетой преповаудеыни разсувдошили М. Паша вь 91 
„Уотевилрев НЪог пецеге беотебо“, Лейпцигь 1882. 

Быть можеть, умфотно будеть затронуть еще слёлуюний 
зошрось. Прежнимъ взгладамъ ча точное наглядное представле- 
р по крайней мёр простьйшихь гвометричеснихь образовав 
(кочка, прямолинейный отрфзокъ, ограниченная плосван поверх- 
ность, и, повалуЯ, такие простёицИя хривыя лая и поверхно- 
ти, кахь овружноть и шаръ) нышВ прозивопоетаваяется но- 
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ды загляць: Мы вообще но иыфомь ватдяхвао предетавловя 
хажв о простЪётихь образованшхт; влинстненное, что фенти- 
чеоки дано ивмъ, воть прехотевлено тлескаго, составленное, 
однако, изъ несьма различеыкть психологически фнаюлогическах» 
опытвыхь олемонловъ. 

Особвино ототвиввет» этотъ взгляль Г. Пуанхаро{<Га воелсе 
«6 РБуройЪёве», русск, пер. отр. 98; «ль уыецх де 1а выепое» 
вфм. пер. стр. 56 и сл. ср. также подробное трантовале этихъ 
зопросовъ у Велльштейна, ЯвхуНориале 4вг Ейетешатиай е- 
щит: П, Левицигь 1906, стр. 128—147); по его маЪщЁр точка есть 
ничто изое, хакъ совершенно аботраятное понние, получаемое 
при разомотрьв! подгрупп» группы движевм. 

Будуть ла эти вишады долго держаться, сйзавть трудно. 
Чисто логическую точку зря, на которую математика должна 
стать, харежтеризуеть во всяком» олузаф то, что Гильбержъ 
зачинаеть снон «Основы геометрии» саЪдующими словами: «Ми 
хыслкнь точки, праныя в плоскости въ вавфотныхь ызаим- 
зыхь огвошещякъ, точное опясия{® хозорыхть двется нъ акоомахт, 
пеомеИи» Тавимъ образонь восомыфяно удаетон построить здаше 
звуки, формально че нуждаклиееся боле въ нагдиднохь пред- 
ставлеши (ср. Н. МГ епет, Решаево Мак.  Увтеи.. т, 199, 
сир. 45), Но если эти акоюмы непосредственно затЁхь назывяютои 
у Гильберта основными фантамн нагляднаго 
пренстанзен| я, та мк атомы, покинимаму. нов жа даль. 
чвется предпосылка, что ддя этихть логическихь отномен й можыс 
найти наглядный суботрать. А когла Ф. Клей из (иг ыеБеньН. 
Череп беотеыуе, Ма. Апп. 37, отр. 57Ё) пыотатляетт прямо 
вавъ фанть, зло ему «во всякомъ слузёВ пелозмощно вести хео- 
метрическое разсуждене чисто логически, ле имя постонино у 
свбя перехь тлязвми фигуры, хх котороб это ‘разоужковю отпо. 
онтень, о отоюдь, повидимому, слфдуеть, что по врайвей мБр 
хля проетЬйшихь обраловаейй должно имфться точное, хотд, быть 
можеть, и огрынитенное предотавлеше. Кейт. леличностн тавового 
цользоване имъ при пасльдовеши было бы сонершеияо безполезно 
м даже вообще невозможно. ХТ, по крайной мАрЪ, совершенно 
но моср себЪ составить предотавлев® о кажомь-кибуль т®лЬ, воли: 
я ве въ состояайм различить его границу съ другимл сёлами} 
зо это зедеть въ прелотавленио поверхвость, & это нъ слою оче- 


Е В Си Ь Бремена нь дыыЕ 
или поверхности и было при этомь ныурочено кь совершенно 
льетвымть случаниь, Я вижу поэтому. исиколокическое забау- 
кдене въ. томъ, что представлен! тла называють первоначаль- 
вышъ, в тОЧЕ, напр., называють ТЬломъ, дфлен которьго несо- 
вмфотико < грывицахи наблюден:а, ср. иапр. В. Разов. Уон1е- 
зиорев Бег пецего беотенче, Лейшцигь, 1882, сир. 3. 

`Но это исе суть вопроды, относящеся къ области, въ воторой, 
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по вырашено Пивьра с«рискуешь понимать лругь другь 
только полу-елопамия 

1) Гильбо рту показаль въ 1901 г(Стила}арет дог Сеотеы4е 
Авваюя У, ср. 182) что лизькая правальная аналитическая по- 
зерхность не можоть виольф служить для изобрежевя плоскости 
Лобаченскаго, и что всякёя такая попорхность холжиа мфть 
особенныя точвя нлл зиаи, мфшающул продолжению гвометриче- 
опвкъ постровый, сь чфхъ мы звакомы уже по проогёйшимь мо- 
зержноотямъ зралщевуяотото роза, напр, псевдосфер$ Бельтрами. 
Это утверждеше можеть бытк разпроохравено даже на извёствыя 
во аналитичесьйя. поверхности. 

Шаръ явтяетоя, прасда, свободной оть обобонностей поверх- 
ностью постолнной положительной кривизны, во онъ со сноей 
геометрией необравуегь обралим-однознелнаго изображены эллип- 
тизеской плоскости въ смисаф Ф, Клейн», который зпервые 
з> теометри пучка лучей раскрыль совертеинов отображеве 
элтиптаческой плоской геометрш. Тфкъ замфчалельне поэтому, 
что эта послфиняя можеть быть изображена при помощи елоболной 
отъ особенностей, иблакомъ леямлей дъ конечнохь, зачкнутой 
поверхаостк въ смысл Льеузе Заз, Это `похвзаль №. Вог 
‘пновартялут, Готгингенл, 1901, МабЪ. Апи. 57, стр. 150, когорый 
обратимо однозначно отобразилъ проектириую плоскостт, иьтякую- 
поверхвость. 

19) Данное Клейшомь обоспорещю провттипнако ыфроспре 
„влешя (ср. его Уоневипяен %ег пеМенкНавойе Сеотенча, Лейп- 
цигъ 1904, а также обийя замфчаши въ Май. Дип. 50 стр. 583, 
то поводу пернго приоуждоныт промт Лобачовонихо, разно кант 
2. р паошани, Уот. юг беотеыче, ЗЬ, [, стр. 438, 1891) приня- 
заохоя нын® и «о стороны филогофонь ср. напр. Г. Мафогр, 
21 авы 1одлесьеы Стииашев 4е> Ма’ешай К, АзсЫу Е. вуз, РЫЙо 
зорые 2, 7, 1901, стр.20Ё исх, Наторит, празла, не хозеть согла- 
штаться съ тВмь, это метрическая теометр:я Эвклида подчянень 


проевтивной; во ого съодится къ чистому спору о словыхь. Его 
эаыфчан{я во стр. 852, что пъ незорхлюдовыхь чворяхь вотрЪ- 
чымтон противорьчя прогавъ повлфшнихь зогическихь предис- 
<сыдояь, нашр. протинь непрерывности и однородности про- 
странотва, тоже основаны, повидихому, исключительно нь нело- 
резумвын, одобнего же рода возращешя ветрьчакиен, несмотря 
ия тщательный обзорь чисто малемашичевьмаь злирозовь, вл рог 
ботв Р, МИвь, Вейтав эт Лиетвие Ван Чег егХезкиликЕлеоге- 
Неве» ЗУзоей дег уствоцейецон ви уве збайеВев Каошуог- 
лист, АтСЬГУ г Ма, м Рнуей 3, 9, 1905, стр. 157 и 845, 

в) См. примфчаже 106, 

11) Резудьхалы яо-овелидовыкь твор, поскольву ова отно- 
сатоя къ спещально матоматической области, ныкВ никьиъ не 
отрицаются; въ боле общемь отвотеши особенно хараххерными 
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авлаютоя мысль столь выдаюднатося Физика, какь Э. Махъ, 
{Еххеванив ой Згеоии, Лейпцись 1905, отр. 380—414; Познай и а- 
блушдеще, Моския 1109, стр. 380-420), о теоротихо-познавалель- 
номъь зназовы отижь изольхогат Ш. Съ хбыь больш имъ упоретвомь 
фапософы перестазиць уже оспараналь логическую возможвоеть 
не-овидидовыхь пространстиь, продолкають утверждать, что 
этпых, постьдвижь недостаеть наглядности. 

Поль натдадноелью въ хеометрическочь омыоль вужно, о- 
очно, понимать возможность проврять изафетныя логячесмя 
звысказываыя на предметах» нашого чузстрениьго воспрята ила 
преротивлева. Что это геометрическое наглядное предотьвлешо 
весьма Одно, что опо относится вначашь только хъ извфсляьй- 
шлыъ и просйшихь фигуражь, ото фавтъ, оспаривать когорый 
ябвозмовно. Но оно поддоялся разват(ю. Реякоку извЪотно, 
съ какими свовобралнычи трудностями связано лля чачинающаго 
понимав{е сторвометрическихь теоромъ. Эти трудности значи- 
тельно увелечиваютоя, котла мы хотимь озналомиться съ образо- 
ван:ями, созданными по принципу лвойствевяости, или съ при- 
родой особенностей алгебраическихь поверхностей, или погда мы 
заолфлуемь римвыновены понерхности съ многократной связью. 
Отеюлдя олбдуеть, что © наслядности можеть судить лишь хоть, 
вто занимался развинемь наглиднвьо предотавлешя. Но въ та- 
зомь случёЪ построены  пезвклидовой геометИи  ивля- 
ются столь же нызядиыми, хахь и лостроешя овкльдовой гсо- 
мери, 

Въ послёднее зремя В. Вундть (106й:, 3-е изд. 1907. Т 
отр. 418 и сл.) вновь повториль уше рьнфо пмъ высказанниыя поз- 
рамею!а протавь нозвилихоныхь теорй пространства. Нерьо» 
ого зозращевйе, что назгь дано только одно воли опред ленвое 
пространотво, в именно, пространство нашего натляднато прел- 
отавлешн, и что води въ нашихь 


зстявяныхь воспиямнк» 
охазывьютсл отклонен оть свойстРЪ этого пространогва, то ихъ 
олдуегь понимать не кахт качественно различныя пространства, 
в кавъ общьнъ чувству. 50 возражене, по мову мы. 
0, обнаружилаегь вообще пенонимащю лопрос, © воторомъ 


ядеть, рёчь. аль алечелини ВФль ныенно соотовть въ томъ, 
итобыя поуилатны, ви п проетрашотийь, 


даетоовоеы чат 


эъ Основ вашего нагавдьаго предотволены, зе необходимо 
золжно быть выскалываемо то, что учить гоометри Эквлиде. Ма- 
помитика поэтому ве противопоотанцаеть прострапотно послёдиято 
выдуманициь иным пространетвамъ, но утворждаеть, что во- 
возможно раарЪ ш ить, которая анфома должна быть поло- 
жена въ осмовьш® особенной ирироди просхрынотва, нахляднаго 
предетаоления. 

Еста Вухдть лалфе оспаравветь каглядность математической 
твори, потому что онь-цопучаотся только благоднры фивши о 
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существахь двуть измфрен:й (отр. #82, 484), & это предполояене 
столь же медопустимо, какт, и ограничен{е нашего даннаго про- 
страногвеннаго предотавленя плоозостью, то отеюда авотвует, 
что онь совершеншо ив принять во внимаве общаго развит 
не-вилидовыхт. отношешй въ грехмфрвомт пространстьЁ, кажь 
оно дано, тапрвыбрь Ф. Клейномъ уже свыше 30 пёть 
тому назаль. 

Математик» всегда оудеть олатодарень и признателевь, есля 
постороные помогуть ему разобраться зъ представлевяжь и позя- 
Цяжь его ивукн. Но ивхое призфябн!е можно сдфлать наъ разеу- 
клен Вундта (на стр. 492 и с1.) о проотранотв#? «Только по- 
тому, что пространство есть поняте, говорится тамъ; оно мо- 
жеть быть опредфлено; ваглядное предотанленте, которое не содер- 
жало бы вивашикь догическихь эдементовъ, не допускало бы ни- 
такого опредёленёя. Но въ это опредфдевие не слёхуеть взлючаль 
понят, которы уже предполатають пространетьо». Тяжный (15+ 
отвитедьно иритодшьми) поняями являются величина, напра- 
влеше, испрерывность, изифневе, число и т, д. 

Баорасны будуть всф отврвн]н отыскать ясный смыть въ 
этахь оловахь. Ибо что такое величина, что такое направлеше, 
паыьнеше ила непрерывность” Объ отомь мы ничего ие узнаемъ 
изъ дальнЪйшихь едовъ Вундта: Общее опредЬзен{е простран- 
атов, включая основныя повячя точки, пододен!я, прямой и про- 
слрынехвенныхь образовазй, может. быть позтому рыражено ль 
слдующихь зетырахь положешахь: 

1. Проогрьнстно. есть зенрерувная в неограничевная пеличива, 
зъ которой единица, яв подлаютаяся лальяфйщеху разложенто 
зы сосгавныя части, опрехбляезся тремя пругь оть лругА незани- 
саттими поремфаными налравденими, Неравхощиная одинний въ 
простраяотвф аазываетея точкой; опредфлеяе какоймибуль 
еланицы въ прострамотнЪ пооралетном трехь незавиеимыхть на- 
правлений называется положентем ъ, 

2, Любую часть пространства зожно мвелить обособленной 
ог® остальвото проехранотия. Тихая опобешная чпотк пространства 
(ложная едишиий) зазывастсв пространотвеннымъ обра- 
зовантемъ. 

з. в 
помбвенномь положев{и, при чемь взаныное положене любыкь 
его тояекъ но мьняетсв. Это свойство пространства наливается 
хонгруовтностью. 

4. Ко вояому направлению въ пространства имегоя протво- 
положное направлен точно такого зе положешя, и положе- 
ые двухь тажикь протизонолонныхь папранионй  незывается 


кыоь обрезает а мож мыотник ва 


прямой. 
Навонепь, из стр. 493 говорится: «Пространетво есть непре- 
фывная, конгруэнтивя въ себ, беэконотиая величина, въ хоторой 
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неразложимая едвиице опредёляотся тремя направзенами. Воз- 
можность такиыъ образомт, впольф опредфтите простраиство пра 
помощи болфе общихь помяМВ несошнЪнно зоказиваеть, что 
пространство можно не только наклящно предетавшять с96Ъ, о в 
потичаски мыслить. А такъ авт, далфе, проогрьнство, кахътвко- 
вое, посволькт мы его мыслимть незавионыымь оть отдфльныхь 
пространотвевныхь предогавлевЁЙ, можно мыслить только вь 
этой погаческой фориЪь, то чеогоо нивидние ор одозаьтоне, оброг. 
зующее предметь геометрм, ма самом хьдЬ воть ме наглядное 
представлено, в поняе» в т. я. 

Не алфсь мото возраталь противъ отдфзьныхь’ выражен! 
изъ патированныхь иботь. Тек», напр. въ и. 1 ‹наиравле- 
=1е» понимается кант, примитинное пошяте, въ свою очередь 
оспредёляющее положенте, а въ п. 4 говорится о «полоше- 
вфя двухь направлен» Боле существеннымь представляется 
мы олбдующее. Если проотраногво ослт. раззожимая на составпыя 
чвотн величия (которая, впрочемъ, называется то безграничной, 
то безконечной), то залово должно быть логичесвов содержане «не- 
разложамой единицы», которая назызиетоя точкой? Такь хакъ 
обособленная часть пространствазааывается „ололной едиваией“, 
то простраметво, повидимому, составлено изь точекь. Но что 
вушно въ такомь случа понвмать подь непрерывность? 
И хаамь образомъ эта неразложимия единица. молгетт, быть опре- 
хблнема стремя пругь отъ друга нозазлсящими первубиными 
заправлевими», логическое понахаше которыкъ остается совер- 
шенно загалочнымь? Можио, хонечыо, походя иаъ лвухь зан- 
ны хъ тозекъ, пря помотщв направлев Й (пониыая эти олова въ 
обичномьемысть) опредБлить лоловене точди; но пакъ ато хошно, 
одЪалть при ломоща одних „ивиравленёй“ 
жазьную, не уанаемъ. 

И ча каком основаяи можно товорить нообщео направлена» 
закъ объ оснонномъ принлии® расположении? Груза однородныхь 
зоветь имфеть величияу, ераззожимой единицей янляетен адфоь 
отАфльнаи монота, почка. Бери монеты расположены, то можно 1о- 
ворать © направлови „ло“ или „посл“, чо вевозможво товорить 
< ивправлевфяхть вообще. Очевидно, въ основф этого способа олре- 
оленя точки тремя наппанленми локмтт оерытаы илов епорчи- 
зать; во ова лишена обосновава, вели шоняйе проотранетва 
только надлежить еще описать. 

Таяъ кажу. авторь прытазветь своныъ изложешемь усграмить: 
догичесыя ошибри въ ифкоторихь ниражешяхь Риманыа и 
Тельмгольца, то онъ вамъ, назалось бы, дозжень быль быть 
обобенно тщелолень въ выбор свошхь ъмрыжон1й, 

На слмомь ше 1%лЬ примфненныя имъ поняша, величина, 
хаправоеше, непрерыввость и т.д.отвосятся жь ваиболбезатруд- 
вительнымь в повыаонениымъ, 


этого мы, къ ©9- 
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А как. осторожно олЁдуеть обращатьен съ тьвиши общими 
выражениями, ваяъ непрерывность илл оплошность и т. л., пока- 
зуть ещо сябдующ я соображенн. 

Теометры Заклида—в о ней, коечно, элёев деть рчь— 
заелЬхуеть вааыоотволеня положеши прамыхь в зривыть 
линйланюыхь алгебраически ми уравнен?ями между координалеми, 
примбантельно кь метрическимь обстоятеньтвьмь, зависящим 
отъ разстояи, хогорое само опрелфляетея теоремой Ппоагора, 
При вовхь зтахь язслЪдоващыхь вводятся только алгебраичесня 
числа, слбдовалельно, борется н6 пространственная непрерыяость, 
ливомт, а только почнолимая алгобраическая «зепрерыиность 
пбрваго рода», по обозначевю Пузкяаре, такь наньмы обя 
зуемея принимать за олементы геозетзрическато иволфлопании толёзО 
таня образовали (очей, лин, пояорхиости), которыя опредф- 
аяются адгебраяческими уравненяши, 

Эчо проотраноляо Додокиядя (В. Педета, УУан зо ила ная 
яоЦел... стр. ХИ; русск. пер. стр. 31), хоторое можно поотронть 
ть тозекь Р, отношенйя рваелояыя конхъ оть трехъ точенъ 
А. В, С вырилицотем влеобравчеснлыи зиолаши, вт. 10 время кат 
отвошеши АЗ, ВС, СА тояо суть влтебраическя чнола, было бы 
Хоетаточно даже для воБжь геометрическихь пзнскаи!й обыденной 
шиошр; шо въ шомь шамы прышшаось бщ отныютьол от предола- 
влевя дрижены, но-алгебраичоскахь тнсель в вмБотЬ с» тВмь 
оть общей теоретической тритовометрм и, наконень, оть мето- 
зовл. диффоренщельнаго и итлегральнаго исчислешя  выфеть 
сь ихт. приложениями къ механи и фялрк®, Ясно отеюда, что не 
прихолитоя говоритьо непрорывноети пространетьь, нань © ло- 
ван само собой разумТнощемея, вели авранЪе точво пе указано, 
это подъ отизъ слёлуег» попизаль. 

Да будеть позволено коенуться ет(е слдующаго вопроса. На 
сэр. 488 Вуы ддт говоригь: «Гаусеть полагаль, чко повыо 
знеза соть. независимо отьсвойствь эмперичеслихь зещей, чистый 
пролукть логической функщи, а пространствьнныя образоназця, на- 
протыьь, суть абстфактныя обобщешя эмпиричесвакь свойствъ 
яфль, Но утвержлаемое Гвуссомъ разлие между полями чи. 
сов и пространстли вл самомь дёлЬ не существуеть. Сьойства 
чисел точно въ Такому БО снысль зависять оть 
опыта, вакъи спойства пространства. Ибо без 
эмпиричесваго сущеотвованы разлёлювыхь предмотовъ не суще 
ствонало бы чисел, какь ве существовало бы пространетьа гео- 
зетр:н без тфлъ сь приблюженые плоскихи поверхностями» 


тт 
Триыальную истину, зто при отсутояйи раздёльныхь зуз- 


сгвевно воолринятыхь объектовъ, къ воторымь Вунлтъ, впро- 
земъ, ва отр. 510 причисляеть и собнтёя, свойства и т. д., не су’ 
лествовило бы понода нъ счету, никто, хонечно, не ослариваеть 
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зо что л свойства чисеть завиеать отъ опыта ВЪ томЪ же са- 
момъ сжнсл®, вакь я свойотва пространства, отвюдь ель этамт 
=е доназвио, и топословное учрежеше Вундта остаетси 
тВыь менфе понанымь, что нь отр. 510 онъ  примо-лани 
товорать: ‘подлянимиь восителомь понямя единицы хеанетоя 
единичиы & вктъ мым лен! я; фуньшя сябта всегда с0- 
отонть въ сочеташи единичныхь взтовъ мышлешя въ сложных 
скизаща», в ма огр. 480 у во 
мавмъ во внимвие только выть апперивиши». Жо другеми оло- 
заыи это же значить, зто свойстви» чисеть уже но зависять оть 
омпирачевхихь преднезонь » основывьыются на обработкВ аапер- 
пешлён, поскольку они вообще составляють предиеть равмзиилев!я. 

Далье, фвать таловь, то сочетазе отихъ етоБЪ мишлев я 
пря счегв можно проилнести нпозвЪ опредфленнымь и зачончен- 
иыьть способожъь, вырашенаямиь зъ ариометачеекихь правилах» 
между т6ыф хадъ логичесибо ирамфнеше основныхь геометриче- 
‚„окиЖЪ образовалй, точни, плоекоети и прямой лини, требуеть 
воегди, помимо вкз. опрелфлен?Й, содердалцихся въ обычнихь вкс1- 
омахь, по мевьшей мёрЪ еще одной дальнЬйшей авоюмы, еслв 
хотять получить законченяую и удовлетворяющую фактическимь 
зробоваямь  теометри. Воть это ихвино и „полахаль“ 


Тауссъ, и трудно понять, кавимь образомь Вушдть мюгь 00- 
вершенно этого не замтить. 


Тань какль обътоятельное трактовыыйв нитемагяки въ боль- 
шомъ трудб столь зидизозщагося изелдоватсля, пакь Вуидть, 
предотевияеть большой иптеревь, то было бы носьмь желательно, 
чтобы призванных лица дали подробную критику его разоужде- 
зй, поскольку они касаются математики, Налало этому положить 
Г. Буритардтъ (сы. прах. 41], по Вундтьъ, гъ солалфь!, 
совершенно не обратить внимашя на 6го оботонтельныя ламфча- 
ви. Объ огонь тЬмь боле приходится сожалёть, что вельдетые 
многочнолелнихл, нохоразуми!й, особенно во второй части труда, 
подробнфе занимающейся спещальнымй дисциилинами матема- 
зиви, нБкоторыя саме по себЪ таубошя и правильный замчаша 
Вундга потеряли оваё знзчене для хазоматиковт, между тёмь 
каз именно вЪдь яхь авторь изль в» ниду, я соглалене от- 
зоситеньно озновяыхь поязтй математики пашл, раз. пл нагто- 
шее время прелстандяло бм особенльй интерееъ. 

из) Ивеколько раль пытались полтверзить фажтячесвую 
истинность эвклидовой геометрм при помощи измранЁй, випр., 
суммы трехт. угловъ треугольника. Гауест булго бы тоже вы- 
сказался зъ отомъ сиыель (ем. ход Ул Метврьмвеъ, @алев 
толи бобов, стр. 81). Но уже Гельмтольцуь памфтиль, 
зто тахого рода изиброше, совершенно независико отъ того, это 
зыпарическимь изыБрещемь никогда нельля доказать геометри“ 
чосшТю теорему; —вовсдь осповывиются на продпооьлеф о понзиф- 


свою: пря чноЪ мы шрашн- 
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няемобти орудй измфреня при днивени, такъ что полузвется 
опевидиый логичесый ругь (Неварони, Оъег деп таргаши чай 
4{е Ведопытр 4ег роотебихевол Ажюте, 1810, Уогёгиео пп Вадеп, 
П. стр. 98. Пуанкаре говорить (Во. 403 Яо. МабЬёш. т. 87, 
1909, стр. 249}; „Мноме заке думають, что опыть можегь имъ дать 
отвфть на этоть вопросъ. Но это, конечно, значить совершенно 
ве понимать природы геомехра, которая не воть эксперихенталь- 
нат наука“, 

18) Въ протизовфо этому Гельмгольн» (низы. соч. стр. 953, 
прил. ПТ к» левши о фазтихь воспрыт) говорить о физи- 
ческой гоометрЕи. Неешотря па обатоятельныя сообрыжены 
<тр. 268), рзазиваемыя по этому поводу Гельытольцемъ въ 
оТЬВРЬ ва вогражонще Ланда (что овъ спутьль поняце объ 
зитивыаго и резльнего), я ве могу соб соетавить отчегливаго 
предетавлезя объ этой физической геомотри. НесомеБино имЪотея 
масса там называемыхь „фактояъ воспруят!я", основывающихся 
на ивопредёленной идеБ о конгруэвиныхь просгранотвахь м от- 
нотешяхь нь михъ. Можно таджо согльситься съ правильностью 
утнерыдещя Гельыгольцы: «Отеюда я вывожу, что филическая тео- 
метр ныскаывцеть положения съ резльчымь сопержанеми». Но 
против дальнфИшато его утперждешя, пто „вкофомы тео- 
метра опрехбляются ве просто формами чродетиваени, & отяоше- 
шыми релльнато м!ра“, будеть воаражьль шаждый, когорый нидить 
зъ аксюмажь не повофмъ, конечно, произнольнныя, ни 
ны чемъ не основанныя логичесвя прецотавленя, но вс ша 
выходящу в за предёлы роепр:ял{я нмокаанва ну а 
защето логпческаго мны леяя. 

ВеЪ положеня этой тькь назывнемой физической теометриг 
ставовазоя теорехвми теометрилеекой снетомы лииь, когда 
мы познаемь нхъ веобхолимость по общимь прянципамь вашего 
догическато хола мнелей, Никакое количество модторимхь ван 
баюловйЙ, сколь велико оцо бы из было, не можегь начь гарам- 
тировалг, сушествовие хотя бы простЬшлихь положен. 

Но зато имфетея претварательная ступенк поотраввм гео 
Метрическихь идей, которая можеть быть полезна вагъ пронедев- 
чичесвй предметь ирепозаван я п когорую увлекателено изло- 
ант, запр, № Мать вт оьлай тыот ЛТозмащю п задзу ша. 
Чо“ вь глявВ „Нъ пеихоломи и естэственному разнитю гео- 
мегрий“ (отр. 347—581; русек. пар., стр. 395—888). Ср. также иало- 
жене Велльштейна въ «Вапикловели элементарной матеми- 
зи» 1. Ц, дн, |, та. Ти 2. 

11) См. НИОВекь бузьазев 4. беотере. стр. 18; ер. 
ломшо Р. Напейот!1, Пан ВашаргоНею, Амр. 4. МаблгрЬЙон. 
Ш, стр. 11903). 

15) Дедуктяяное построешще геометри, а затмит и 
зриомотивн рперьыо, повидныому, предпринято было италь- 
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ийсиныя математиками; вачало ему положили сочияешя Пеаи 
АтИвтаемоев ренегрй, пота заеЕВойо екрозНа, Т РИпорИ о вео- 
злеБфь ЮБюащенье схровНа, Туранъ 1889. Веякая наука должна. 
нродполагать данынхи мавЪотныя поолфдыйя, ме имфюнця опро- 
хбльщй продотозлоша. Въ риометви оши обозвачяются пвифол- 
ными, хе имфющими опрехлевйЙ символами, сочетьщя поторыхь 
онисыраютон системой посгулатовъ. Еъ этой систем А, Рабоа, 
ЛГ попуеах вузЬмюе НтёаноЫе 4е розы йа рошг РайвВЫе, Сон- 
ртёв талего. в Рам 1900). предъявляеть саблующуя требованы: 
зо-лервыхь, чепротиворфчивую  совмфетимосгь, во-вторыхь, не- 
преводамость, въ третьихь, неправодимость симноловъ въ ихъ 
отношен и къ свотем® постулатовъ. 

Въ Гермаши изолЬдованыын этого рода занихался тренму- 
щественно Гильберт, «Если хотять, говорить овъ {Фуке 
Засьиоцеь, 1900, стр. 204}, построаь озновы какой-нибудь науки. 
т нужно построить састему анеюзь, содоржащихь точное и пол- 
нов описан отиошен{й, калци сущоствуить между эзементарныкя 
понятна эгой наужи. Выстазленння вкоюмы суть вифот6 съ тБиъ 
опредфлен] я этихь понят, и всякое выовазываяо правильно 
золько тогда, если его можно пыкести изъ акфомъ при зонощи 
жонечнато числа погическихь умозвиточен!й, При этомь 
зозникаеть иопросъ, ше обусловлены ли взаимно опредёлейный 
Зысказываня отдёльныхь акоомь, не завиеять лин онё пругь 
оть друга». Прежде всего нужно доказать, что авобомы свободны 
оть противорьУйЙ, т. е., что наъая нихь никогда нельзя прийти. 
хь противорбчивымт высказызанымъ. Гильбоертъ (Пешёзеве 
Май: Уетеш 3, 1900, стр. 180) распредёлаль содержане этихь 
аибоматическихь высназыванй или постулатов по четиремь 
тручивмь: вкоюмы сочетая, внчнелена, расположен, незрерыв- 
воети. Въ то время хакь первыя три групиы понторають извфст. 
ные законы выпислен!я, поелфдиаи груипа состонть изъ акоюмы 
ЯЭвдокса и аиоомы полноты: „Чиела обралують онолему вешой, 
зоторвя при сохразещи вофжь пругикь эдфомь не полдиется 
болфе дальнфйшему расширено". Но эта ввоюма, повидимому, 
сворфе разрубаеть торщелъ улель, нежели разнутынаеть его, тот. 

ъ она содержить отрицательное высказываше, ничего 
ле лаютцее для описательнаго опредфленя обновцыхь понатй, & 


поурму сша обраоутот тозтео форм 


вю, когорое нельзя навязать нашему мышленрю. Нозляфе Гиль- 
бертъ пытался зогичесьи вывести кепротиворфчивость основ- 
шыхъ ариомотилескихь запоновт (Устье. 4. 3. пути. Ма 
Коиртевнез, Нешеетя 190%, Лейпцигь 1905, стр. 114—185), и сь 
тьхъ порь, ЕЪроятно, эти ваолфлораны подьвиулись дальше. Ср. 
относителнно разоужлен Гвдьберта замфчавыя Е МоЙегар. 
(Мей. Али. 61. отр. 234. 1907), отвоеязщися особенно къ ввсюн 
полноты. 
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10) Мы оставляемъ въ сторон основанимя нсол®ло ия нё- 
зоразумфшяхь возражен!я этого роха, принадлежащая А, Шопен- 
твуру, Гамильтону, Гежохь, Оливеру Холнеу и другинъ (Су. 
р6чь Л. Призтагейма, Пере Май. \Увгерл, 14, отр. 857, 
в С. Кеувог, Ма\етансв, а 1есыне деНуегей 26 ло Саша 
ипхуегеву, Нью-Торкъ 1907). 

17) Сы. Ройзеигв, [и заелое в ГЦуроЬве (русск. пер» отр. 
$ и ы о), 

218) Порваительво, что «зажлючено отъ лкъ л--1> ноявляетея 
зь калематиЕь лишь очень поздно. По Кантору {П, яр. 684) 
Паскаль высказать вго ето до 1654 г; Яковъ Бернулли 
звель вго пам» приблизительно около 1680 г, нзлввасимо отъ 
Паскаля, въ сноей «Атз Сопуесваи@›, Этоть метод полной индуи- 
ци вт должной мЪр быль использовань собствекно только вх 
мовфИшее время; отыфлимь только виртуозность, съ которой вго 
примфнили С. Тог4зп въ \иай6 98 вибзЫ Ноля, Р. ФогЧал 
зъ`своажь изолФлозашяхь изъ области теоми инваравтовь и 
Н. \УеЪег въ своихь декщахь объ алгебры, Въ то время яавъ 
Пуанваре объивляеть этоть метоль херакторнымть для мале- 
затяки Финтетическямь варорнымь суждещемъ, друме стре- 
мятся указать опредЬивыное полошеше этото начала въ логи. 
чеожожь построеши ноннты чнсдь. Тать, напр, Г. Фрего вь 
бтоллдел. 66 Мабетан®, Бреславль 1884, развизаеть понят 
ивтуральнаго ряда чисел, окаячизающагоея на в, „бльголаря 
хоторону удается принести ато звключонре нь общим логичесянмь 
Хмозаключенётьь“; ту о цьшь преолЁдуоть, кохоля изъ теорт 
комплевсовъ, Дедекияндуь въ своемъ извФотножь сочинени 
„\Узз Я ао уаз зоЦев Фе ХаШен“ (1387; $$ 59 и 80), а также 
Веберъ въ «Энинклонещи олемектарной математикя» 1, 
отр. 118; ер. танке оботоятельный рааборъ выше, въ прим. 87. 

1) Тк. Мауег, Каиб вп@ @лз \Уевец 469 Хецел а Цег 
МаешаНК, ет Вейтав а 4ег Тейге уон фен вупВензенев 
Сттейей, Атон" Май». Рнуз. (3), 8, стр. 287, 1005. 

31) Можно было бы указать, что, очевидно, трабуетоя 
творческая свай для того, чтобы образатать т поразятельныя 
хомбинащи основныхь предетазлен:й, какими ярляютсн новых 
мысли отшёльныхт. нелинихт, михематиконь. Таковы, маи 
принцепь ааключеня оть п къ п--1, ноняне опредленыяго ивте- 
трала, римаяхорокая теоры функнЁЕ, прииципь фактора прерыв- 
вооти, очен. мноме монроом соботненио теомя чиселт, и т. д 
они разожь, словно мошны, ооббщакиь прты, оетанавшеея до 
тхъ поръ закрытыми для науки. Но въ хЬЙотвительноста этимъ 
по опропергьлось би отмфчешыое въ текетЬ возражошю, ибо эти 
хомбинащи, однажды поетроенвыя, являлись бы уже иъ свою 
очередь само вобою разумфющимноя. 

зи) Ср. сообравешя Гнльборть о резшици маломалн- 
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зескизь проблемь въ ого рёчи ия международномь малемати- 
зоожохсь ковтреосВ вы Париже, СОН ще. МаорноБен, рыув: ва. 
С. отр. 257, 960, ь тьяже звыфчьшо Шен флиса (Еыбз Сар 
4ег Тевте топ дер РипЕ але ЛЫСКеНал П, огр. 2); «Ибонепре- 
олажное угиубление м раолиирон® маломатическаго энзв{я возможно 
зохько хакимъь образоыт, что отъ времени до времени возникають 
идей и поняты, выходлифя за предёлы сутщемрующихь идей и 
зьмъ самымь вродянуя въ математику новых вдоюматичесыя 
основы, Но эти дон и понямя возникавить по сутестот на инту- 
ативной почё, ибо мы обзааны ими обобщалищамт отремлеяйямт 
интелленла, равно хакъ фаитеши, руководимой нахледнымь пред 
ставшещомъ. Что кратичесый разумъ должерь ижь похаергяуть 
провфрх& я обработкВ прежде, чЁмъ он получать право гра. 
иданотво въ мелемаликЪ, 910 само собою ризумБется». 

11} ОбЪ отой вяза метлу художествоннымь творчествоьль 
п маленатическимть изопьловашемъ, воторую подчервнуль еще 
въ 17 т. Мвирегьа!в въ свое зотупатольной рёча въ 
пврижекой акалемуи, ср. лапныя, приводиныя у Е. Гашре, Фе 
обуоНоа 4ег МабешаЫЕ На Хлявотевванае из 4 Аа 
уеемоди ег Кат, Мовётейо Веб 1808 (Ноййиаиое Рейзовн 
Че МафЪ., тодъ 24, 130$, отр. 987). 

18) Особенно ярко это выразиль Якоби (С. ©. 1. 
УвКоБВ въ письмВ нь Лежандру огь 2 ия 1830 г. («Соте5- 
ропазисе гла. атс А. Годовато», Тонга. #. МаЁЦ. 80, опр. 278). 
«Фурье дЁйотвительно нопатань, что гльвная пёЛЬ математиял 
<остошть въ общей полезности и въ изъяснеши вотоотвонныхь 
явлений; по такой философ, иазт, омъ, должонт, баль 3ы эшить, 
зто единственной цфлью знан{в явинетсй става 
зеловЪясскаго разума, и 10 съ эюй точки зрёыя в0- 
просъь о чисв иыфоть такую жо цфипость, нань и вопрось о 
ы{ровой сяотомф“, Тввовъ несомифаво быль и яагляль Гвусса, 
который называть матожалину царицей наукь, а ариомотиву 
царнцей математика (см. у. МаНетэнапзен, Саиав ии бедясЬ виз, 
отр. 7%). Приведемь еще также замёчьше А. Приигегеймь 
{орег \\ерь ций знозбНевею Уизтеге 4ег Ма вова, Мавьтеве 
вепа\ел (1 ог ОЛешЯ. Эбмиих Цег К. вувзовеп АЪайенще 4. 
155. за МилсБел, 4 Мы 184, также фаътеврог. ег ешь. 
Мане. Устош. 3 сор. 387: «Глубокое ваше, вахое завовяашя 
мвтематики околывають ка прогрессь еотвотенныхь паукъ м ва 
усовершенстаовая» жнанокныхь услошй, нредотьашиетоя намь 
тольно харазтеркымь снмитомомь присущей человёчесному духу 
высшей обязанности обосновашя зажоновъ и взаимоотношейй 
зисль и пространстввнныхь образова въ ить самомь зтаро- 
комъ объем. Малематичесыя познав!ы являются для иасъ поэтому 
цвннымя овыи по 26$». 

2%) Ср. нитированвую уке сталью Е. СВЕ ву, ОеаеВ 
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Мань, Уахеш, 11, 1902, ср.’ 189, дающую главаымь образом ` 
мвтодизестя указанйя для вволен(я основныхт предотаниен! новой 
мвлематики. 

25) Н. У. НероьоНа УеашАиЕен бег Угавем де 
ЪбЪетев 'ПофетуеЬ45.,, Берлин 1891, ср. 203. 

] Ветлькелл (Ройзебх. Ё. ша. и. пани. УипоглювЬ годь 
33, стр. 582) Пеьог ол тай, п. паи, ОлиегйоВь ав деи ЬбЪегов 
ТовтапьаНел. Принимая по вимаше спешально изучено ме- 
хицивы, онъ указываеть, что таЗЫ тажный учбшы, как изобра- 
хоше Бришой пульсь, кривой сокрыщеш я иускуловь, лавлены 
хрови, холебащи темпералуры, ле могут, быть поняты без вз- 
чалъ дифференщальнаго вочислевя. 

А. ЕЕК, Чеюг Фе орех ла Зва@ аи ег Мейнйв. 

{беввшниейе Зов ен, т. И стр. 106, Вюрлбургь 1906) замбчаетт, 
зто медицияом! фиьяультегь бояноваго унввероичета токо вы 
сказался вЪ томъ сиыолф, что при настоющень уровьф срелняго 
малемелическато образоваша вевозможно читать спощальный 
хуроь по фимоломи чувотвъ. бр. дальнЪйшИя слльв Фин, 
ваз. воч., отр. 76, 94, 129. 
ь 1%) Поромыь  толчкомт, очевидно, послужила работа 
©. Клойна и Рихе о привлелной маленатик® и физинЪ п 
их значени для средней школы (Уставе, вевашие6 топ Кей 
па Все, Лейлцигь 1900), затьыъ левща Клейка на съфздь 
фмапкихь мятемятаковт (ПепёчеЪ. МатЕ. Уве. 1, 1909, стр. 17% 
о нахематическомь преподавани въ средннхь школьхь; ср. таные 
Е. Соша, Оефег дах Гебхае] пла тай, Отит ег ВбВогей Веа|- 
зизфаНот (ПептяеВ. МаёЪ. Уехе. 11, 1909, отр. 180). Настоящий 
инхересь кь шимь мопросёмь обнеружился особенно со времени 
бреславльснаго съфада 1904 г, и залфыт мерапекаго 1905 г. О далк- 
иЪйшомч. полоричоскомт разви ом. №. Кери и В. Зет ие 
щас, Рег пай. Оше ар 4еш ЪОНегеп Змеи, Дейлцигь 
1907 г. 

2") НогратНо папируса Рандь глаопть но ЭЙзониору 
{Коммевчаый, стр. 27): «Руководство къ достижению званй вобхъ 
‹овровенныхь вещей, вобхъ тайнъ, созертащихен въ вещажь». 

135) Сы. «Космос» Гумбольдта, Шктузтгарть и Тюбни. 
тень 1847, И. отр. 304. 

9, По Вальтерсгаузену (За05$ опти беййсЬЫИвз, стр. 97} 


: оке, 


Тьуссь вовиамьль зао ворчеыа инь, эко похбьан вы 
выше чевовфческаго, подъ формой чиовового нонямя явдается и 
10, что недоступно зашену духу. 

3) Можно, впрочемь, поставить слфдуюлуй нопрось, от 
звюдь ие имфя этим въ виду поколебать уквеанное моральное 
убъшдеве. 

Пусть дано изьфотное число опредёлонныхь (тажь ках. 
относительно икъ примфиешя хъ двннымъ объектемь они не- 
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двусмывленно изнёотны) символов и изьфотное число непротиво- 
РЬчавых», постулёлояь сочтя втазть онывоховт. Необходимо лв 
анобой хопросъ относительно этихь символов и объелтову. рышвется 
при номощи‘махематичеснахо хохазатольства? Оъ носознзино- 
«тью это можно утверждоль лишь, вели предположить, то 
это рышене возновио ваооноващи данныхь зъ постулалахь зако- 
вовъ зочотьни, ДостовЪоно. пи 2, напр.;для каждаго положешя въ 
зворш чисель, высказиваемьго оньчьль зипкризески, но проблемйлио 
чески? Должень ли зля важльго надлежание опредфленнато чисяв су- 
зкесхвоваль методь для реву, трамоцендентао ли око иди иметь 
алгебрьячесую природу? „При современномь состоншн ньука“, 
хакъ пренято выражаться, мы но имБемь отзЪта нь ото. Но изь 
толЬко-ЧтО сказвннаго взствуеть, что лотическаго основан 
ся разоматраваемаго убывловя нфтть, в что здбеь имфется золььо 
основанная на опытЪ увбреннооть въ себЬ, безь которой; 
однако, вообще невозможно дрхеше впередъ. 


Опечатка. 


На стр. 77 строки 28-30 и 86—38 слфлуеть читать так: 
Въ сатчаяжь 2-омъ ы З-ьемь говорять, что М > М вди М < К. 
при земь зизли. > установлены по аналоМи с9 знаками не. 
равенства. 


=, ели Им. 
а ЗВ, иди А +В. 
а2ь ев А> В 


Съ требованями обращаться: 
въ Отдфлене склада изданй „ФИЗИКА“ 
аля С.-ПЕТЕРБУРГА: 
Инижный магазинь Г. С. ЦУКЕРМАНА 
С. Пезербурть, Аябжсавдониская ал. 5; 
для МОСКВЫ: 
- ‚ ЭНнящный магавинь. А. Д. ДРУТМАНЪ 
} Москва, Моховая, х Бенвенхорфа. 


